MLAN4 1 GRUNDIDEE 1

Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen

1 Grundidee

Richtungsfeld und Vektorfeld

Gegeben ist eine Differentialgleichung oder ein System von Differentialgleichungen (Dgl):

(1) y'(z) = f(z,y())
mit der Anfangsbedingung, bzw. den Anfangsbedingungen (AB):
(2) y(zo) = ¥o

Yy

—~tan gp;

P(z, y)

Jedem Punkt P(z, y) des Definitionsbereichs von f(z,y) wird durch die Differentialgleichung (1)
eindeutig eine Steigung y' = tan(y) und damit eine Richtung zugeordnet. (— Richtungsfeld).
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Abbildung 1: Richtungsfeld der Differentialgleichung ¢y’ = —y mit dem Maple - Befehl
dfieldplot(DGL, [y(x)],x=0..2,y=0..2) im File rf_1.mws
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Geometrische Interpretation:

Die Differentialgleichung (1) 18sen heisst jetzt, eine Kurve y = y(x) so zeichnen, dass sie in jedem
Punkt die durch das Richtungsfeld vorgeschriebene Richtung hat. So bekommen wir eine sogenannte
Trajektorie.
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Abbildung 2: Richtungsfeld der Differentialgleichung mit einer Trajektorie
phaseportrait(D(y) (x)=-y(x), y(x), x = 0..2, [[y(0) = 1.8]],
colour=black, linecolour=black);

Mit dem Matlab-Befehl quiver erhalten wir eine graphische Darstellung durch Pfeile, dabei gilt:
e Linge der Pfeile ist proportional zur Geschwindigkeit.

e Richtung der Pfeile ist tangential langs einer Trajektorie.
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Vektorfeld mit Lisung (ode23 und Euler)
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Abbildung 3: Vektorfeld der Differentialgleichung (3)
mit dem Matlab - Befehl quiver im File vektorfeldl.m

Mit einer solchen Darstellung bekommen wir das sogenannte Vektorfeld der Differentialgleichung.
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Ziel: y(z) soll fiir weitere Werte des Arguments z berechnet werden und zwar zunichst an einer Stelle
21 in der Nachbarschaft von ¢
h=z1—x

Ein erster Schritt mit der Schrittweite h wird durchgefiihrt:

Idee:

Die Differentialgleichung (1) wird gelst, indem beide Seiten iiber das Intervall [z, 1] integriert werden:

71/(33) dr = 7f(ﬂf,y) dzx

y(e1) — y(zo) = / f(zy) da

und damit

y(1) = y(zo) + / fla,y) de

Da y = y(z) unbekannt ist, sind wir auf eine approximative, d.h. numerische Integration angewiesen.

Vektorfeld mit Lésung (ode23 und Euler)
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Abbildung 4: Vektorfeld von (3) mit gerechneter Losung
im File vektorfeldl.m

2 Einschrittmethoden

2.1 Die Methode von Euler
Das gegebene Problem ist als Anfangswertproblem (AWP) definiert:

y'(zr) = flz,y)
y(®o) = Yo

Gesucht ist dabei y = y(z).
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Einfachste numerische Methode: approximiere die Losungskurve y = y(z) durch die Tangente im
Punkt P(zo, yo)-
(Linearisierung der Funktion, vgl. Differential von f).
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Abbildung 5: Methode von Euler, erster Schritt von zy nach x; = zq + h

Mit der Schrittweite h und den zugehdrigen dquidistanten Stiitzstellen
xp=xz0+k-h k=12,...
bekommen wir die Ndherungen y;, fiir die exakten Werte y(zj) mit der Rekursionsformel:

yk+1:yk+h'f(xk7yk) k:071727"’

Y, y=y(x)
S~ | &
" Y3
2
Yo Y1
31;0 ,fl i) .%;3 e i x

Abbildung 6: Methode von Euler, Schrittweite h, xxy =29+ k- h, k=0,1,2,...

Die Integrationsmethode von Euler benutzt in den einzelnen N&herungspunkten (zy, yi) die Steigung
des Richtungsfelds (durch die Differentialgleichung definiert) dazu, den nichsten N&herungswert yj41
zu bestimmen.

Wegen der anschaulich geometrischen Konstruktion der Ndherung wird das Verfahren auch als Poly-
gonzugmethode bezeichnet.

Diese Methode stellt den einfachsten Reprasentanten einer Einschrittmethode dar, die zur Berech-
nung der Naherung yj+1 an der Stelle 2411 = x;, + h einzig den bekannten Naherungswert y; an der
Stiitzstelle xj, verwendet.
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Beispiel mit Losung zu Testzwecken

(3) y'(x) = —2uy?
(4) y(0) = 1
mit der exakten Losung:
1
v =

Mit der Methode von Euler erhalten wir die in folgender Tabelle zusammengestellten Ndherungswerte
yi fur verschiedene Schrittweiten h an den selben diskreten Stiitzstellen x, sowie die zugehdrigen Fehler

ex == y(Tk) — Yk

h=0.1 h =0.01 h =0.001
vy | y(ow) Yk 23 Yk 23 Yk €k
0 1.00000 | 1.00000 - 1.00000 - 1.00000 -
0.1 | 0.99010 | 1.00000 -0.00990 | 0.99107 -0.00097 | 0.99020 -0.00010
0.2 | 0.96154 | 0.98000 -0.01846 | 0.96330 -0.00176 | 0.96171 -0.00018
0.3 | 0.91743 | 0.94158 -0.02415 | 0.91969 -0.00226 | 0.91766 -0.00022
0.4 | 0.86207 | 0.88839 -0.02632 | 0.86448 -0.00242 | 0.86231 -0.00024
0.5 | 0.80000 | 0.82525 -0.02525 | 0.80229 -0.00229 | 0.80023 -0.00023
0.6 | 0.73529 | 0.75715 -0.02185 | 0.73727 -0.00198 | 0.73549 -0.00020

Tabelle 2.1 Methode von Euler, verschiedene Schrittweiten. Der Fehler nimmt etwa proportional zur
Schrittweite h ab.

Bemerkung 1 Die Methode von Euler kann meistens nur fiir kleine Schrittweiten h gute Naherungswerte
liefern.

2.2 Die Methode der Taylorreihe

Mit der Taylorreihe mit Restglied kann in der Umgebung des Startpunktes (xo, yo) eine bedeutend
bessere Approximation der gesuchten Lsung y(x) bestimmt werden:

y® ()
p!

/!

y" (o)
2!

CAC P

T (x—x0)* +---+

y(@) = y(zo) + (z — 20)? + Rpy1
Wird in dieser Formel das Restglied R,1 vernachldssigt, so erhalten wir mit der Schrittweite
h := x1 — ¢ den N3herungswert

/ 1" (p)
y1:y0+y70h+y70h2+...+y07hp’
1! 2! p!

wobei yém) = Wert der m—ten Ableitung im Punkt (zo, yo), m =0,1,...,p.

Und analog in einem allgemeinen Punkt (z, yx) fiir die Schrittweite
h := xy11 — x, den Naherungswert

/ " (p)
Ykl Zyk+%h+y—kh2+~--+yﬁh1’7
[T !

wobei ¢\

) = Wert der m—ten Ableitung im Punkt (2, yx), m =0,1,...,p.

Diese Methode erfordert die Kenntnis der Ableitungen der Funktion y(x) bis zu einer vorgegebenen
Ordnung p an der Stelle ;. Die zweiten und hoheren Ableitungen lassen sich durch sukzessive Diffe-
rentiation der gegebenen Dgl nach = und wiederholte Substitution von 3’ bestimmen.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex



MLAN4 2 FEINSCHRITTMETHODEN 6

Die entstehenden Ausdriicke in den partiellen Ableitungen der gegebenen Funktion f(z,y) werden
rasch kompliziert. Auf diese Weise ist dieses Verfahren nur in einfachen Fallen praktikabel.

Die Methode der Taylorreihe ist aber bei anderer Durchfiihrung oft sehr erfolgreich. Dazu wird die
gesuchte Taylorreihe mit unbekannten Koeffizienten ¢; in der Form

y(x) = y(z0) + c1(z — 20) + ca(z — 20)* + c3(x — 20)* + ...

angesetzt. Da dieser Ansatz eine Losung der gegebenen Differentialgleichung sein soll, wird er in die
gegebene Differentialgleichung eingesetzt. Durch Koeffizientenvergleich lassen sich anschliessend Be-
dingungsgleichungen fiir die Koeffizienten ¢; formulieren, aus denen sich die ¢; rekursiv berechnen lassen.

Beispiel:

y(z) = —2ay°
y(0) = 1

Im allgemeinen Naherungspunkt (z, yi) lautet der Ansatz

y(x) =y +c1(x —ap) + (@ —ap)? +es(x —ap)® + ...
e Diese Entwicklung wird zusammen mit ihrer ersten Ableitung in die Dgl eingesetzt.

e Anschliessend ist ein Koeffizientenvergleich bzgl. der Potenzen von
h := (z — x,) durchzufiihren; deshalb wird in der Dgl auch die Variable = x, + h verwendet.

e Wir machen hier eine “Entwicklung um ", d.h. eine Entwicklung in einer Umgebung von xy.

Somit:

c1+2c0h+3csh®> 4+ ... = =2(xp+h)[yp +cih+cah® +csh® + .. )7
— —kay,% + (*291% —derzpyr)h + {f4clyk - 2:Ek(c% + 202yk)} h?
+ {72(0% + 2coyr) — dai(crea + 03yk)} R+ ...

Koeffizientenvergleich bis und mit zur dritten Potenz in h:

R )

h': e = —(yx +2c12) Yk

h?: ey = —3 {4eryp + 2p(ct + 2co1) }

R ey = —{icl+coayn + alcrco + csyn) }

Durch Vorwértseinsetzen lassen sich die ¢; rekursiv berechnen. Der Naherungswert ;1 an der Stelle
Tx+1 = Tk + h ist bei gegebener Schrittweite h somit
Yk+1 = Yk +c1h + coh? + 03h3 +eght .
Die folgende Tabelle enthilt die mit der Schrittweite h = 0.1 berechneten Werte y;,, die zugehdrigen

Koeffizienten ¢;, sowie die Fehler ey := y(zx) — yx.

Da in der Taylorreihe die Ableitungen bis und mit zur 4-ten Ordnung beriicksichtigt sind, stellen
die resultierenden yy im Vergleich zur Methode von FEuler bedeutend bessere Ndherungen dar.
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Tk Yk C1 C2 C3 Cyq €k

0 | 1.0000000 | 0.0000000 | -1.0000000 | 0.0000000 | 1.0000000 -
0.1 | 0.9901000 | -0.1960596 | -0.9414743 | 0.3805494 | 0.8567973 | -0.0000010
0.2 | 0.9615455 | -0.3698279 | -0.7823272 | 0.6565037 | 0.4997400 | -0.0000071
0.3 | 0.9174459 | -0.5050242 | -0.5637076 | 0.7736352 | 0.0913102 | -0.0000147
0.4 | 0.8620892 | -0.5945582 | -0.3331480 | 0.7423249 | -0.2247569 | -0.0000202
0.5 | 0.8000218 | -0.6400348 | -0.1279930 | 0.6144390 | -0.3891673 | -0.0000218
0.6 | 0.7353139 | -0.6488238 | 0.0318205 | 0.4490115 | -0.4195953 | -0.0000197
0.7 | 0.6711567 | -0.6306319 | 0.1421026 | 0.2897305 | -0.3676095 | -0.0000158
0.8 | 0.6097675 | -0.5949063 | 0.2085909 | 0.1592475 | -0.2825582 | -0.0000114
0.9 | 0.5524938 | -0.5494489 | 0.2411714 | 0.0637248 | -0.1966194 | -0.0000076
1.0 | 0.5000047 -0.0000047

Tabelle 2.2 Tayloralgorithmus mit h = 0.1

e Die Anzahl der Glieder der Taylorreihe Idsst sich im Prinzip beliebig erhéhen und damit die Qualitat

der Approximation steigern.

e Nachteil: Fiir jede Differentialgleichung muss der zugehorige Satz von Rekursionsformeln zuerst
bestimmt werden. (hier kann mit Vorteil die Computeralgebra mit MATHEMATICA oder MAPLE

zum Einsatz kommen).

2.3 Diskretisationsfehler und Fehlerordnung

Zusammenstellung einiger Aussagen liber Fehlerabschatzungen:

Grundkonzept: wir betrachten eine Rechenvorschrift in der Form

Yk+1 zyk+h~<l>(ack,yk,h) k=0,1,...

Die Funktion ®(x, yx, h) beschreibt die zugrundeliegende Methode, wie aus den Gréssen (xg, yx) und
h der neue Naherungswert yy1 flir £ 1 zu bestimmen ist.

Euler:  ®(zg,yk, h)
S(zr, yp, h) =

Fiir die Methode von Euler ist ®(xy, yx, h) unabhingig von h!

f(xr, yr)

Taylor : 14+ ch+csh?>+ -+ cph]”_1

Bei der Methode von Taylor sind die Koeffizienten ¢; sowohl von der zu l6senden Differentialgleichung
y' = f(x,y), als auch vom Punkt (zy,yx) abhingig.

Konsistenzbedingung fiir ein numerisches Verfahren

. Ye+1 — Yk ’
1 - g7 —
hlr%{ 5 } =y (ﬂfk) ¢’($kayk70)

Definition 2.1 Ein Einschrittverfahren yy1 = yi +h- ®(vk, Y, h) heisst mit der Differentialgleichung
y' = f(x,y) konsistent, falls ®(x,y,0) = f(x,y) gliltig ist.

Diese Bedingung ist fiir die Methode von Euler offensichtlich erfiillt.
Fiir die Methode der Taylorreihe haben wir: ¢y = ¢/ (a) = f(zk, yi)-

e Fiir die folgenden Betrachtungen wird vereinfachend eine konstante Schrittweite h vorausgesetzt,
sodass die Stiitzstellen xx = g + k - h dquidistant sind.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex



MLAN4 2 FEINSCHRITTMETHODEN 8

e Zu den Bezeichnungen:
y(x) = exakte Lésung der Dgl ¢/(z) = f(z,y(z)) mit der AB y(zo) = yo.
y(xr) = Wert der exakten Ldsung an der Stelle x.
yr = Wert der Approximation an der Stelle x.

e Es wird exakte Arithmetik vorausgesetzt, Rundungsfehler bleiben unberiicksichtigt.

Definition 2.2 Lokaler Diskretisationsfehler dy,1 an der Stelle x4
(5) diy1 = y(Tes1) — y(ar) — h- ®(xr, y(2p), h)

dj+1 beschreibt die Abweichung, mit welcher die exakte Losung y(z) die verwendete Integrations-
vorschrift in einem einzelnen Schritt nicht erfiillt, falls an der Stelle x; vom exakten Wert y(z) aus-
gegangen wird. dj+1 gibt an, wie das numerische Verfahren bei der Ausfiihrung eines Schrittes, also
lokal, die Loésung verfilscht.

Geometrische Interpretation von dj41, falls nicht bei y(xy) gestartet wird:

(Methode von Euler oder Methode der Taylorreihe)

Yy

N
Nl

'rk $k+1 x

Abbildung 7: Lokaler Diskretisationsfehler, Methode von Euler, Methode der Taylorreihe,
y = y(z) gesuchte Losung, y = “exakte” Losung mit y(zy) = yi, d.h. “Losung” mit
neuer AB,
Yr+1 = Wert mit dem numerischen Verfahren, di1 := y(r+1) — Yrt1-

dj+1 := Differenz zwischen dem “exakten” Wert y(xk+1) und dem erhaltenen Niherungswert yy 41,
falls an der Stelle z;, vom “exakten” Wert y(z) ausgegangen wird.

Bemerkung 2 Fiir allgemeinere Methoden trifft diese Interpretation meistens nicht zu.

Fiir die Rechenpraxis aber von Bedeutung ist der totale Fehler, den die Naherung nach mehreren
Integrationsschritten gegeniiber der exakten Losung aufweist.

Definition 2.3 Globaler Diskretisationsfehler gy an der Stelle xy:
9k = y(Tk) — Y-
Bemerkung 3 Fiir den ersten Schritt von xq nach x1 = xo + h sind der lokale und der globale Fehler
identisch.
2.3.1 Abschidtzung des globalen Diskretisationsfehlers:

Um den globalen Fehler abschidtzen zu kénnen, muss ®(z,y, h) in einem geeignet gewihlten Bereich B
bzgl. der Variablen y eine Lipschitz-Bedingung

|®(z,y1,h) — ®(2,y2,h)| < L |y1 — ya
fir z,y1,y2,h € B und 0 < L < oo erfiillen.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex
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Bemerkung 4 Fiir die Methode von Euler ist dies gerade die iibliche Lipschitz-Bedingung an die Funk-
tion f(x,vy), die fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von y' = f(x,y) ohnehin verlangt werden
muss.

Aus der Definition des lokalen Diskretisationsfehlers bekommen wir

Y(@ir1) = y(@e) + h- (@e, y(zr), h) + drgr
und durch Subtraktion von
Yr+1 = Yk +h - @(zp, yr, h)
erhalten wir
ge+1 = gk + h - { @@, y(zK), h) — Q(@k, Yy, )} + dis1 -
Mit der Lipschitz-Bedingung fiir ®(z,y, h):

lgk| + R [®(2r, y(2r), h) — @(2k, Yk, h)| + |diy1 ]
lgk| + L |y(zr) — yr| + |dra]
(1 +hL) |gr| + |dr1]

|9k+1|

IAIA

Wir machen an dieser Stelle folgende vereinfachende Annahme. Fiir den Betrag des lokalen Diskre-
tisationsfehlers kann eine obere Schranke D angeben werden, d.h. es soll gelten:

m]?x|dk\ <D

Damit erhalten wir fiir den globalen Fehler schliesslich die Rekursion:

(6) kst < 0+ hL) g + D k=0,1,2,...
Behauptung
Es gilt
1+hL)" -1 n
ol < BB by

D
E {enhL _ 1} _|_enhL . |90|

Beweis:
e Fiir die erste Ungleichung wiederholte Anwendung der Ungleichung (6).

e Fiir die zweite Ungleichung brauchen wir 1 + x < e*, d.h. dass die Funktion y = e konvex ist.

® go=y(ro) —yo =0

Satz

Fiir den globalen Diskretisationsfehler g,, an der Stiitzstelle x,, = x¢ + nh gilt die Abschatzung

D n D n
|gn|§h7L{e thl}ShiL'ehL

Bemerkung 5

1) Fiir die Schranken von g,, ist neben der Lipschitzkonstanten L der Funktion ®(x,y, k) der maxi-
male Betrag D des lokalen Diskretisationsfehlers entscheidend.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex
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y A

y=14+=z

g

Abbildung 8: Konvexitit von y = e”

2) Zur qualitativen Beurteilung eines Einschrittverfahrens spielt also der lokale Diskretisations-
fehler dyy1 die zentrale Rolle.

3) Zur Bestimmung von dj41 werden Taylorentwicklungen zu Hilfe genommen. Dabei wird vorraus-
gesetzt, dass f(x,y) und y(z) hinreichend oft stetig differenzierbar sind.

Die Methode von Euler

Wir betrachten zunéchst die einfachst mégliche Methode. Mit (5) erhalten wir:

div1 = y(zry1) —y(xr) — b for, y(on))

y(zk+1) wird durch die Taylorentwicklung von y(z) im Punkt 2, mit Restglied ersetzt.

Dabei wird verwendet, dass y'(zx) = f(ag, y(xx)) erfiillt ist:

1
devr = ylzk) +h-y (xg) + 3 -y (zp + Oh) - h? —y(x) — h -y (x1)
1

= §.h2.y“(xk+eh), 0<O<1

Sei 1 !
— < 2. 2 " — . 2,

Di= gnax ldinl < 5 07 wax [y(§) =: 50" Ms

Damit bekommen wir
jgal < 222 . (bt

2L
fiir den globalen Diskretisationsfehler.

e Wird die Stiitzstelle x,, festgehalten und wird die Schrittweite

h = (x, —xo)/n flir n — oo kleiner gemacht, so zeigt die Abschitzung, dass die Fehlerschranke
proportional zu h abnimmt.

e D.h. der Wert y,, = y(x,,) konvergiert mit h — 0 gegen den exakten Wert y(z,,). (Bei Abwesen-
heit von Rundungsfehlern)

e Die Konvergenz ist linear bzgl. der Schrittweite h.
Die Methode von Euler hat die Fehlerordnung Eins.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex
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Definition 2.4 Ein Einschrittverfahren yi11 = yi, + h - ®(x, yx, h) hat die Fehlerordnung p, falls fiir
den lokalen Diskretisationsfehler d;, die Abschatzung

max |dg| < D = konst - RPT1 = O(hPT)
1<k<n

gilt, sodass der globale Diskretisationsfehler |g,,| beschrinkt ist durch

lgn| < e hP = O(hP)

Landau’sche Ordnungssysmbole

Zur Beschreibung der Grdssenordnung einer mathematischen Grosse dienen die beiden folgenden Sym-
bole ,,gross - O “ bzw. ,klein - o

“

Es werden Grenzwerte fiir £ — a betrachtet:

»gross - O @)
] = T im A =C= onstan
f(x)=0(g(x)) <= lim el C konstant
. klein - o* @)l
f@) = olgla)) = Jim oos

Die Methode der Taylorreihe

Mit obigem Ansatz
y@)=yr+er-(m—ap)+er- (@ —ap)’ 4+ 4o (0 —2p)?
fiir die gesuchte Losung bekommen wir fiir die Approximation

/ 1
yk+1:yk+yi.h+y7k.h2+...+yL.hP.
1! 2! p

Diese Methode hat die Fehlerordnung p, da

hPt1

(p+1)!
vgl. Tabelle 2.2. Die im Beispiel angewandte Integrationsmethode hat die Fehlerordnung 4.

dgy1 = -y (2, + Oh) 0<O<l1

D.h. z.B: wird h um einen Faktor 10 verkleinert, also h — Tho so hat das eine Reduktion um den
Faktor 10~* des Fehlers zur Folge.

Also je grosser die Fehlerordnung, desto genauer das entsprechende Verfahren.

2.4 Verbesserte Polygonzugmethode Trapezmethode, Verfahren von Heun

Falls von einer Methode die Fehlerordnung bekannt ist, kann man eine Extrapolation durchfiihren. Eine
Extrapolation ist eine raffinierte Linearkombination verschieden gerechneter Approximationen derselben
Grosse zur Erhohung der Fehlerordnung dieser Grosse.

Die Methode von Euler hat die Fehlerordnung eins, d.h. O(h). Eine Extrapolation wird nun wie folgt
durchgefiihrt:

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex



MLAN4 2 FEINSCHRITTMETHODEN 12

Voraussetzung;:

Mit der Polygonzugmethode yx+1 = yr + h - f(zk,yx) seien bis zu einer gegebenen Stelle x zwei
verschiedene Integrationen durchgefiihrt worden; zuerst mit der Schrittweite h; = h und anschliessend
mit der Schrittweite hy = %

Fiir die erhaltenen Werte y,, und y2,, nach n bzw. 2n Integrationsschritten gilt ndherungsweise:

y(x) +c1 - h + O(h?)

12

Yn
h 2
y() + 1+ O(?)

12

Yan

Richardson Extrapolation
Durch Linearkombination von y,, und ya, wird ein neuer Wert (=extrapolierter Wert) gebildet:
(7) =2y — yn = y(x) + O(h?),
Der Fehler von g in (7) ist gegeniiber y(z) von zweiter Ordnung in h, d.h. er ist qualitativ besser!

e Anstatt eine Dgl. nach der Methode von Euler mit zwei verschiedenen Schrittweiten parallel zu
integrieren, ist es zweckmassiger, die Extrapolation direkt auf die Werte anzuwenden, die einerseits
von einem Intergationsschritt mit der Schrittweite h und andererseits von einem Doppelschritt
mit der halben Schrittweite geliefert werden.

e In beiden Fillen geht man vom N3herungspunkt (xy, yx) aus.
Die Methode von Euler, Schrittweite h:
y;ilﬁl =yr +h- f(TrYx)

Die Methode von Euler, Schrittweite %:

h
y;(jz% = yk+§'f(xk>yk)
2 2 h h (2
ih = s tg fet )

Richardson-Extrapolation:

~ h h
y:ykJrl:2‘y1g%21_y1(fl.21:yk+h'f<xk+27yk+2'f(xk»yk))

Algorithmische Formulierung

ki = floryk)
h 1
ko = f($k+§7yk+§hkl)
Yk+1 = Yk T hks

Diese Methode ist die sogenannte verbesserte Polygonzug-Methode von Euler.
Ein einzelner Schritt erfordert die Auswertung der Funktion f(x,y) an zwei Stellen:

e k; = Steigung des Vektorfelds im Punkt P(zy, y).

e Damit wird der Hilfspunkt Pyi¢(zy + %, yl(jzé) bestimmt.

e ko = Steigung des Vektorfelds im Hilfspunkt.

e Y1 wird anschliessend mit Hilfe von ks berechnet, womit die Anderung des Vektorfelds beriicksichtigt
wird.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex
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Geometrische Interpretation des Verfahrens

Yk+1

Tht1 +-- €T

Abbildung 9: Verbesserter Polygonzug, y5 = yr + g - k1 = Préadiktor und yx41 = Korrektor

Bestimmung der Fehlerordnung der verbesserten Polygonzugmethode

Bestimmung der hoheren Ableitungen von y:

y'(@) = f(z,y)
y”(:c) = fet [ fy= F(z,y(z))
y///(x) = (fwx+2f'fxy+f2'fyy)"'(fx"’f’fy)fy::G+F'fy

Dabei wurden G(z,y(x)) := (fox + 2 f  foy + 2+ fyy) und F(z,y(x)) := (fo + f - fy) f, gesetzt.

Somit erhalten wir mit (5) fiir den lokalen Diskretisationsfehler:

s =) —y(a) ~ {1 (04 3, ) + 5 £ vt |

Entwicklung in Taylorreihen, Entwicklungszentrum xj und mit x5+ = x5 + h:

1 1
dps1 = G R3 " (xy) — 3 R3 G, y(z)) + O(h*)
% {i G+ny} -h® + O(h*)

Der dominante Term in djy; ist i. allg. proportional zu h3 und somit ist die Fehlerordnung der
verbesserten Polygonzugmethode zwei, d.h. O(h?).

Trapezmethode

y'(z) = fz,y(x))
Integration iiber das Integral [zy, Tk11]:

Tr+1

y(er) — yl(an) = / F (@, y(x)) da

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex
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e Hier haben wir eine zur gegebenen Differentialgleichung dquivalente Integralgleichung.

e Fiir das Integral auf der rechten Seite kann i. allg. keine Stammfunktion angegeben werden, da
y(z) die gesuchte Funktion ist.

e Numerische Approximation des Integrals, z.B. durch die einfache Trapezregel.

e Die obige Gleichung wird daher nur noch genéhert giiltig sein, deshalb wird y(xj) durch den
Naherungswert y; ersetzt.

Damit erhalten wir
h
(8) yer1 =Yk + 5 {f (@ ye) + f@ern o)y k=012,
(8) ist eine implizite Gleichung fiir die Unbekannte gy 1.

D.h. mit der Trapezmethode bekommen wir eine implizite Integrationsmethode: jeder Integrations-
schritt verlangt die Lésung einer nicht - linearen Gleichung (8).

Fiir den lokalen Diskretisationsfehler erhalten wir mit (5) und mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen:

Bt = yloe) —(en) = 5 U (en) + foe yle)
= 7%2 h*y" (xx) + O(RY)

Auf Grund des dominanten Terms in dj 1 ist die Fehlerordnung der Trapezmethode zwei, d.h. O(h?).

Sie ist also gleich derjenigen der verbesserten Polygonzugmethode. Die Trapezmethode hat jedoch
spezielle Stabilititseigenschaften, vgl. steife Differentialgleichungen.

Lésung von (8):

Fiir nicht-lineare Differentialgleichungen hat die zu I16sende implizite Gleichung fiir yi+1 Fizpunktform.
Es geht nun um die Lésung dieser Gleichung.

Der Wert f(xk, yx) muss ohnehin berechnet werden. Damit bekommen wir einen geeigneten Startwert
ygﬁl fiir die Fixpunktiteration:
0
y;(cﬁl =yr +h f(zr, ur)

Die Wertefolge

n h n
yl(c_:il) =Yk + 5 {f(xlmyk) + f(karlayl(g_;_)l)} n= 01 ]-v 27 o

konvergiert gegen den Fixpunkt yiy1, falls

a) die Funktion f(z,y) die iibliche Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten L < 1 erfiillt
und falls

b) %hL < 1 ist, weil dann die Voraussetzungen des lokalen Fixpunktsatzes von Banach erfiillt sind.

Da yj41 ohnehin eine Niherung fiir y(x41) darstellt, wird in obiger Fixpunktiteration nur ein Schritt
ausgefiihrt, die Iteration wird somit vorzeitig abgebrochen.
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Die Methode von Heun

P
y,i+)1 = yp+hf(eryr)
h P
Ykt1 = Ukt g {f(%‘k,yk) + f($k+17y;i+)1)}
e Pridiktorwert y,ii)lz

mit der expliziten Methode von Euler der Ordnung O(h).

o Korrektor yy1:
y,gi)l wird anschliessend mit der impliziten Trapezmethode der Ordnung O(h?) zum Wert yj41

korrigiert

e Fiir die Fehlerordnung dieser neuen Methode geht man analog wie bei der verbesserten Polygonzug-
Methode vor.

Algorithmische Formulierung

kv = fxr, yr)
ky = f(xp+ h,yr + hky)
Yer1 = Yp+ 2 {k1+ko}

e Zur Bestimmung von yi11 werden die beiden Steigungen k1 in (xk, yx) und ko in (g4, y,(j_)l)
gemittelt.

e Sowohl die verbesserte Polygonzugmethode als auch die Methode von Heun sind Reprasentanten
von expliziten 2-stufigen Runge-Kutta-Verfahren mit der Fehlerordnung 2, also O(h?)

Geometrische Interpretation des Verfahrens

Yk

Lk

Abbildung 10: Methode von Heun, y5 = yix + h - k1 = Prédiktor und yx1 = Korrektor

Wir betrachten erneut unser Testbeispiel:
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Verbesserte Polygonzugmethode Methode von Heun
h=0.1 h = 0.05 h=0.1 h =0.05

Tk Yk 9k Yk 9k Yk 9k Yk 9k
0 || 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000

0.1 || 0.99000 | 0.00010 | 0.99007 | 0.00002 || 0.99000 | 0.00010 | 0.99009 | 0.00001
0.2 || 0.96118 | 0.00036 | 0.96145 | 0.00009 || 0.96137 | 0.00017 | 0.96152 | 0.00002
0.3 || 0.91674 | 0.00069 | 0.91727 | 0.00016 || 0.91725 | 0.00019 | 0.91742 | 0.00001
0.4 || 0.86110 | 0.00096 | 0.86184 | 0.00023 || 0.86195 | 0.00011 | 0.86208 | —0.00001
0.5 || 0.79889 | 0.00111 | 0.79974 | 0.00026 || 0.80003 | —0.00003 | 0.80004 | —0.00004
0.6 || 0.73418 | 0.00111 | 0.73503 | 0.00026 || 0.73553 | —0.00023 | 0.73538 | —0.00009
0.7 || 0.67014 | 0.00100 | 0.67091 | 0.00023 || 0.67159 | —0.00045 | 0.67128 | —0.00014
0.8 || 0.60895 | 0.00080 | 0.60957 | 0.00018 || 0.61040 | —0.00064 | 0.60993 | —0.00018
0.9 || 0.55191 | 0.00058 | 0.55236 | 0.00013 || 0.55329 | —0.00080 | 0.55270 | —0.00021
1.0 || 0.49964 | 0.00036 | 0.49992 | 0.00008 || 0.50092 | —0.00092 | 0.50024 | —0.00024

Tabelle 2.3 Verbesserte Polygonzugmethode und die Methode von Heun.

2.5 Explizite Runge-Kutta Verfahren, ERK

Diese Methoden werden allgemein als sogenannte RK —Methoden bezeichnet. Unter dieser Abkiirzung
figurieren sie auch in den verschiedensten Simulations-Werkzeugen, wie z.B. SIMULINK oder in MAT-
LAB.

e Das Prinzip der Herleitung von Einschrittmethoden hoherer Fehlerordnung wir dargelegt.
e Ein dreistufiges Runge-Kutta Verfahren wird ausfiihrlich behandelt.
e Die entsprechenden Entwicklungen werden rasch kompliziert und umfangreich.

Als Ausgangspunkt dient uns die Gleichung, (s.0.)

Tr+1

)~ yw) = [ foy(a) do
Tk
Allgemein geht es nun darum, das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung durch eine Qua-

draturformel zu approximieren.

Vorgehen fiir ein 3-stufiges Verfahren

e Der Wert des Integrals wird durch eine Quadraturformel approximiert, die auf drei Stiitzstellen
&1, & und &3 im Intervall [z, xk41] mit den zugehdrigen Integrationsgewichte ¢1, co sowie c3
beruht.

e Die Lage der &; sowie die Werte der ¢; sind zunachst beliebig.

e Sie werden anschliessend so bestimmt, dass das resultierende Verfahren eine mdglichst hohe
Fehlerordnung hat.

e Mit dieser Forderung gelangen wir zu folgendem Ansatz fiir die Approximation 1

9) Yrt1 = Y + h {c1 f(E1,9(61)) +c2 f(§2,y(82)) +c3 f(3,v(83))}
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Dieser Ansatz ist vollig analog zur Trapezmethode zu interpretieren. Festzulegen sind nun die &; und
die unbekannten Werte y(&;), sowie die Gewichte ¢;, i = 1,2, 3.

Die y(&;) werden wie folgt festgelegt:
e Das Prinzip der Prddiktor - Korrektor - Methode soll angewendet werden.

e Die Methode soll explizit werden.

allgemein: speziell:
&1 &2 &3 x &1 &2 &3
| | | L1 | | [
T T T - | T T
Tk Th+1 Tk Tk+1

Diese Zielsetzungen bedingen fiir die &;:

1= So=mxp+ax-h =z +az3-h 0<az a3<1

und somit
=z = y&1)=w

Der erste Pradiktorwert yi := yy, ist bekannt.
Wir brauchen Pradiktorwerte fiir die beiden restlichen Werte. Dazu verwenden wir folgende Ansatze:

y(&): y5 = Yk +ba-hf(wr,yr)
y(&): y5 = yr+bs1i-hf(xr,yr) +bs2- hf(xzr +a2-h,y3)

Geometrische Interpretation

Y
y
Cghkg ]
C2hk2__'_..:—;-‘ _,_f:
Clhkl 49,_«__-__;'_},';;::;_49/
e N Yk+1
k1
Y1
X

. ‘ S Tht1

Abbildung 11: 3-stufiges Runge-Kutta Verfahren,
Préadiktorwerte ¥ = yi, Y5 = yYr + ba1hki und y3 = yi + bs1hki + bsahks.

e y3 hingt von der Steigung im Punkt P(xg, yi) ab.
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e yi hangt von den Steigungen in den Punkten P(zy, yx) und Q(&2, y3) ab.

e Die Parameter by1, b3 und bse konnen gewahlt werden.

Werden alle diese Ansitze oben in Gleichung (9) eingesetzt, bekommen wir eine explizite Einschritt-
methode
yk+1:yk+hq>(l'k,yk,h) k=0,,1,2, ...

Algorithmische Formulierung:

kv = f(@k, yr)

ky = f(ar+az-h,yx + b2 - hky)

ks = flazp+as-h,yg + bs1 - hky + bsa - hks)
Yet1 = Ye+h-{ciki +coka + csks}

Folgende Dinge sind zu beachten:

e Da die Funktion f(x,y) pro lterationsschritt dreimal ausgewertet wird, spricht man von einem
drei-stufigen RK-Verfahren.

® Y, Yr + ba1 - hky und yg + b3y - hky + bsa - hko heissen Pradiktorwerte.
® ;41 heisst der Korrektor.

e Die acht Parameter as, as, b1, b1, b3a, ¢1, ¢o und c3 sind so zu bestimmen, dass die Fehlerord-
nung moglichst gross wird, d.h. Fehlerordnung = O(hP), p maximal.

o Weitere Finschrinkung der Parameter:
dazu betrachten wir das folgende Testbeispiel

(10) y(x)=1 dh. f(z,y)=1 mit der AB: y(0) = 0.

y5 und y3 sollen so sein, dass (10) mit unserem numerischen Verfahren exakt gelést wird.

y() y=x
y
Y3
(0
Yk
x
o |
Tk &2 §3 Tkl
Y5 = Yk +bor-hf(xr, )
= Yr+bau-h
= l‘k+a2'h - as = by

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex



MLAN4 2 FEINSCHRITTMETHODEN 19

ys = Yk +b31-hf(xr,yr) + b3z - hf(xr +az-h,ys)
= Yp+tbsi-h+bs-h
= zp4as-h = a3 =b31 + b3

und somit haben wir zusatzlich zwei Bedingungen:

(11) az = by
(12) az = bz + b3

(11) und (12) wurden in der Abbildung 11 bereits verwendet. (11) damit man bis &> und (12) damit
man bis &5 kommt.

Der lokale Diskretisationsfehler (5) ist hier wie folgt:
(13) dir1 = Y(@it1) — y(@g) — h {c1ky + caka + c3ks}

e Wird in k; die Naherung y; durch den exakten Wert y(zy) ersetzt, so bekommen wir eine neue
Grosse k;, firi=1, 2, 3.

e ki, ko, und k3 werden nun sukzessive in Taylorreihen an der Stelle x;, entwickelt und in (44)
eingesetzt.

e Dabei verwenden wir

y”(x) = fotf-fy

= F(z,y(z))
y"(@) = (feu+2f fay+ 12 fo) + (Fe+ [ 1)) fy
= G+F-fy,
Resultat
(14) dk+1 = h'f{1—01—62—63}+h2'F{;—0,202—61303}
+h3 . {F fy |:é — a263b32:| + G |:é — % ag@ — % a363:| } + O(h4)

Damit das Verfahren mindestens die Fehlerordnung 3 hat, miissen folgende Gleichungen gelten:

(15) C1 —+ Co —+ C3 =

azcy +ascy =

azcgbzy =

2 2
asCy + ascs

W= =N =

Auch (15) wurde in Abbildung 11 bereits verwendet, denn sonst kime man gar nicht bis an das
Intervallende 4.

Wir haben also 4 Gleichungen fiir 6 Unbekannte, d.h. wir haben zwei freie Parameter.

Es stellt sich aus diesem Grund folgende Frage:
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Ist ein Verfahren der Fehlerordnung 4 moglich? Ist zuféllig mehr herauszuholen, da das Gleichungs-
system unterbestimmt ist (mehr Unbekannte als Gleichungen).

In der Taylorentwicklung (14) fiir dy1 kommt im Koeffizienten von h* ein Term vor, der von den
obigen 6 Parametern unabhdngig ist!

Die Antwort lautet deshalb leider nein.

D.h. allgemein gilt der
Satz 2.1 Die maximal erreichbare Fehlerordnung p fiir explizite 3-stufige RK-Verfahren ist drei.

Das obige Gleichungssystem hat eine zweiparametrige Losungsmenge. Z.B. kdnnen as und ag als
Parameter frei gewdhlt werden. Dies ist iibrigens die iibliche Wahl.

Damit erhalten wir aus der 2-ten und 4-ten Gleichung:

o — 3@3 -2 o = 2— 3@2
2 6&2 (a3 — ag) 3 6(13 (a3 — ag)

und aus der 1-ten und 3-ten Gleichung:

_ 6agaz +2 — 3(az + as) by = az(asz — as)
= 4o = —~ 0 2/

@ 6 203 ag (2 — 3a2)

Die Festlegung der Parameter in dieser 2— parametrigen Schar von 3— stufigen RK-Verfahren mit
der Fehlerordnung 3 erfolgt nach verschiedenen Kriterien, wie z.B.

e Ob es sich um eine spezielle Klasse von Differentialgleichungen handelt oder

e ob eine Schrittweitensteuerung im Vordergrund steht.

Es ist iiblich, die verschiedenen Methoden in einem Tableau zu symbolisieren:

(&1 =2k) a1 =0
az | by

az | bz1  b32

Ein erstes RK-Verfahren: wahle z.B. a; = 1 und a3 = 2

kv = flor,ur)

1 1
]{12 = f<$k+3hayk+3hk1>

2 2
ks = f<$k+3hayk+3hk2>

1
Y1 = Yk + 1 h-{ky + 3ks}

Dies ist die Methode von Heun, p = 3. Es handelt sich um eine Methode dritter Ordnung.
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Geometrische Interpretation

Yy
A
ok
=
P - 3
et "_:::__ —
g /k; Yk+1
kl thl
Ys Y3
()
i x
1=k & &3 Th+1

Abbildung 12: Methode von Heun p = 3,
Pradiktorwerte yi = vy, y5 = yr + % ~hky und y3 =y + % - hks.

Ein anderes RK-Verfahren: wahle z.B. ay = % und az3 =1

0
111
16 2 2
(16) 1(-1 2
14 1
6 6
kl = f(xkayk)
1 1
kg = f(mk+h,yk—hk1+2hk2)
1
Y41 = yk+6h{k1+4/€2+k3}

Bei diesem Verfahren erscheint die Regel von Simpson als Quadraturformel. Es handelt sich um die
Methode von Kutta dritter Ordnung, die er bereits 1901 angegeben hat.

Bemerkung 6

Auch die oben kennengelernten Methoden zweiter Ordnung lassen sich mit diesem Tableau definieren:

Verbesserte Polygonzugmethode

als ERK-Methode mit p =2

= O

(17)

O |l
—
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Heun

interpretiert als ERK-Methode mit p = 2

Dl | =
==

Cleve Moler, cf. Matlab

as muss nicht kleiner sein als ag, z.B. darf a; = 1 und a3 = % gewdhlt werden:

0
1
1
P}
d.h.
ky = f(xk, yr)
ky = f(xr + h, y + hky)
h h h
kS—f<xk+27yk+4k1+4k2>
h
Yetr1 = Yk + 6 {k1 + ko + 4k3}
Aufgabe 2.1

Skizzieren Sie analog zur Abbildung 12 das Diagramm fiir diese Methode.
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2.6 Schrittweitensteuerung

e Das Prinzip der Schrittweitensteuerung wird gezeigt. Dazu soll der lokale Diskretisationsfehler
der verwendeten Methode mit Hilfe eines Verfahrens hoherer Fehlerordnung geschatzt werden.

e Um den Aufwand zur Berechnung des Schatzwertes moglichst klein zu halten, sollte das RK-
Verfahren hoherer Fehlerordnung soweit wie moglich die gleichen k; - Werte verwenden, wie die
betrachtete Methode.

Als Beispiel dazu kénnen wir die verbesserte Polygonzugmethode (17) und die Methode von Kutta
(16) mit p = 3 betrachten. Diese beiden Methoden erfiillen unseren Wunsch.

Fiir (17) p = 2 haben wir also

0
1171
2 | 2
0 1
d.h.
ki = f(xk, yx)
h h
kQ_f(xk+§7 yk+§k1)
Yet+1 = Yk + hk2
und fiir (16) p =3
0
1/2 | 1/2
1| -1 2
[1/6 2/3 1/6
mit
k1= f(xr, yr)
h h
ko :f(xk+§, yk+§k1)

ks = f(xx + h, yr — hk1 + 2hks)
Ykt1 = Yk + % {k1 + 4k + ks}
Fiir die Methode (16) muss einzig k3 zusitzlich gerechnet werden!
Der lokale Diskretisationsfehler der Methode (17) ist
(18) diy) = y(@in) — ylew) = hka = O(h?)
und der lokale Diskretisationsfehler der Methode (16) ist

h — _
(19) Y = ylan) —ylan) = 5 (B + 4k +Fa} = O(h*)

Mit Hilfe von (19) wird nun ein besserer Schatzwert fiir dgff) bestimmt, indem die Differenz y(xx41) —
y(zg) mit (19) ersetzt und in (18) eingesetzt wird, d.h.

h o _ _
diy) =5 (Rt 4kt s} — ks + a7

und damit )
- — —
dgif)::é—{k14—2k24—k3}4—cxh4)
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Dabei wurde verwendet, dass

RK
41 = o).

Nun werden die unbekannten k; durch die berechneten k; ersetzt, woraus wir schliesslich:

erhalten.

h
dip1 ~ ¢ {ky —2ky + k3} + O(h*)

D.h. mit einer zusatzlichen Funktionsauswertung fiir k3 ist

(20)

ein verbesserter Schitzwert fur

h f
5 {ky — 2ko + k3} = O(R?)

VP)
a®.

Aufgrund des Betrages von (20) kann nun entschieden werden, ob fiir die Methode (17)!!

e die Schrittweite verkleinert werden muss oder,

e ob die Schrittweite fiir den folgenden Iterationsschritt vergrossert werden darf,

um eine vorgegebene Genauigkeitsanforderung zu erfiillen. Falls also ein Schritt akzeptiert wird,
muss der Korrektor der Methode (17) verwendet werden. Die Differenz der beiden Approximationen ist
(zumindest asymptotisch) eine Abschatzung des lokalen Fehlers und obiger Algorithmus garantiert, dass
diese Abschatzung kleiner als eine gegebene Toleranz bleibt, cf. E. Hairer, S.P. Ngrsett, G. Wanner,
Solving Ordinary Differential Equations |, Kapitel 11.4. p 166ff.

Bemerkung 2.1

Falls der Korrektor der Methode (16) verwendet wird, wird das Konzept der ‘Fehlerabschatzung’ verlas-
sen und die Differenz der beiden Approximationen wird nur noch fiir die Wahl der Schrittweite gebraucht.
Dies mag gerechtfertigt sein, da die lokalen Fehler i. allg. wenig mit dem globalen Fehler gemeinsam
haben. (Der numerische Algorithmus weiss nichts iiber die Instabilitdtseigenschaften des Dgl-systems).

Der Algorithmus, der mit der genaueren Methode weiterrechnet heisst 'lokale Extrapolation®.

Bemerkung 2.2

Vergleichen Sie dazu, wie dieses Problem in MATLAB gelost wird, insbes. z.B. bei der Routine ode23.

T Ui 105gs | h Ky ks ks 108 dy7),
0 | 1.00000000 0| 0.050 0 | —0.1000000 | —0.0498751 || 416 (1)
0.025 0 | —0.0500000 | —0.0249844 26

0.025 | 0.99937500 39 | 0.025 || —0.0499375 | —0.0996257 | —0.0747662 26
0.050 | 0.99750546 77 1 0.025 || —0.0950179 | —0.1485091 | —0.1239909 24
0.075 | 0.99440533 | 114 | 0.025 || —0.1483263 | —0.1962962 | —0.1722985 21
0.100 | 0.99009754 | 147 | 0.025 || —0.1960586 | —0.2426528 | —0.2193460 16
0.125 | 0.98461365 | 173 | 0.025 || —0.2423660 | —0.2872707 | —0.2648130 9
0.150 | 0.97799319 | 192 | 0.050 || —0.2869412 | —0.3714456 | —0.3291543 | 130 (1)
0.025 || —0.2869412 | —0.3298718 | —0.3084071 1

0.175 | 0.97028303 | 199 | 0.050 || —0.3295072 | —0.4093871 | —0.3694444 9
0.225 | 0.95181067 | 372 | 0.050 || —0.4076746 | —0.4771559 | —0.4425056 | —301 (1)
0.025 || —0.4076746 | —0.4433230 | —0.4255273 —48

0.250 | 0.94117320 | 327 | 0.025 || —0.4429035 | —0.4757979 | —0.4593917 —68
0.275 | 0.92068944 | 260 | 0.025 || —0.4753774 | —0.5054196 | —0.4904532 —91
0.300 | 0.91742047 | 172 | 0.025 || —0.5050061 | —0.5321361 | —0.5186407 | —116 (1)

Tabelle 2.4 Methode von Heun zweiter Ordnung mit Schrittweitensteuerung. tol = 1075. Falls der

Absolutbetrag der Schatzung < 10~" wird die Schrittweite von h auf 2h gesetzt.
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Ansatz fiir ein 4-stufiges RK-Verfahren

Das Vorgehen ist analog zur 3-stufigen Methode:

Yrt1 = Uk +h {1 f(§1,y(&1)) + caf(€a,y(82)) + e f (€3, y(83)) + caf(§4,y(€a))}

und mit der Schreibweise eines Tableaus:

0
az | bz

as | b1 bs2

ag | by bao bas

C1 Co C3 Cq

Es sind 13 Parameter zu bestimmen unter der Nebenbedingung:

ay = by
a3 = bz + b3
as = by + bao + by

k—1
ar=> by k=234
j=1

D.h. die Pradiktorwerte y3, y4 und y; missen fiir die Dgl. y/(z) = 1 exzakt sein (s.0.).

Auch hier wird der lokale Diskretisationsfehler in eine Taylorreihe nach Potenzen der Schrittweite
h entwickelt. Die Forderung nach einer Methode der Fehlerordnung 4 fiihrt nach Elimination von 3
Parametern gemaéss obiger Nebenbedingungen auf ein nicht-lineares Gleichungssystem mit 8 Gleichungen
fiir 10 Unbekannte. Dieses System hat eine 2-parametrige Losung, die in Abhangigkeit von as und as,
analog zu 3-stufigen Verfahren, angegeben werden kann.

= NN O

o= O O N
oo O =

O =

1

6

RK, p = 4, die Runge-Kutta Methode, sehr populdre Methode, vgl. Hairer, Ngrsett und Wanner, Band
I, p133 ff

— W W= O

1

3
RK, p = 4, weniger popular, dafiir genauer, cf. MATHEMATICA

w
|| =

2.7 Stabilitdt

Gegeben ist ein Differentialgleichungssystem 1-ter Ordnung.

Gesucht ist eine numerische Approximation der Lésung.
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Bei der Wahl eines bestimmten Verfahrens sind die Eigenschaften der gegebenen Differentialgleichung
und der resultierenden Lésungsfunktion zu beriicksichtigen. Wird dies unterlassen, kann es geschehen,
dass die berechneten Lésungen mit den exakten Lésungen sehr wenig zu tun haben oder schlicht sinnlos
sind (man spricht in diesem Zusammenhang auch von Geisterlésungen).

Testproblem

Wir betrachten das Problem

(21) { y() = Ayx) AER oder AeC
y(0) = 1

mit der exakten Lésung y(z) = e, z > 0.

Die folgenden Betrachtungen werden an diesem Testproblem vorgenommen. Die Aussagen bleiben
auch fiir nicht-lineare Differentialgleichungen giiltig, da diese lokal nach einer Linearisierung (mit Hilfe
der Jacobi-Matrix, cf. Abschnitt 2.8.1) in Bezug auf y durch eine lineare Differentialgleichung approxi-
miert werden kdnnen. Fiir einen Integrationsschritt der Schrittweite h (h > 0 klein) verhalten sich die
N&herungswerte qualitativ gleich.

RK-Verfahren 4-ter Ordnung

Wie wirkt dieses Verfahren auf das Testproblem?

ki = Ay
ke = MNyp+3hk) = (A+irA2)y
ks = Ay + %h ko) = (A4 %h A2+ %]’LQ/\S) Yk
ks = AMuyr+hks) = (A+hA%2+ AN+ 1h3MY) g,
Mit diesen Werten k1, ko, k3 und k4 bekommen wir den Korrektor
h h? 9 h3 3 Kt 4
yk+1:yk+g'{k1+2k2+2k3+k4}: 1+h)\+§/\ "r‘g)\ +E>\ Yk

D.h. yx41 entsteht aus y; durch Multiplikation mit dem Faktor

W o By Rty
R(hA) = (1+h/\+2!)\ + 37 A +4!)\)
R(h)) hingt nur von h\ ab. Offensichtlich stellt R(h\) gerade den Anfang der Taylorreihe von e/*
dar (mit dem Fehler O(h%) ).

Fiir die exakte Losung muss gelten:

A

Y(zre1) = " - y(ag)

R(h\) stellt fiir betragskleine Werte h\ eine gute Approximation fiir ¢"* dar.

A €Rund A > 0= R(h\) > 1, d.h. die Ndherungswerte y;, werden qualitativ richtig berechnet.

e A€ R und X < 0: die Niherungslosung yyi, klingt ab wie y(zy) <= |R(h)\)| < 1.
Als Polynom 4-ten Grades ist wegen h/\lim R(hA) = oo diese Bedingung nicht fiir alle negativen
——00

Werte von R\ erfiillt.

e )\ € C: oszillierende, exponentiell abklingende Komponenten.
|[R(hA)] <1 <= Re(A) <0
D.h. falls yi wie y(x) abklingt, muss die notwendige und hinreichende Bedingung

|R(hA)| < 1

gelten.
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Setze z := hA € C:

Z2 23 4

+ 4+ o)

R(z):1+z+2! TR

R(z) ist die sogenannte Stabilitdtsfunktion.
Allgemein gilt:

Falls das RK-Verfahren von der Ordnung p ist, gilt:

22 53 2P
Rlz)=1+z+ 534+ 7 +O0T)  wobei 2 =hi

Definition 2.5

Fiir ein Einschrittverfahren, fiir das das Testproblem auf yi+1 = R(z) y fiihrt, heisst die Menge
S:={p € C/|R(u)| < 1} Gebiet der absoluten Stabilitit oder Stabilititsgebiet.

Beispiel 2.1 Stabilititsgebiet fiir die Methode von Euler

Diese Methode ist wie folgt gegeben:
kl - f(xk:a yk)
Yk+1 = Yk + hky
und fiir das Testproblem: 3/ = Ay
k‘l = /\yk
Ykt1 = Yk + h Ay = (L+hA) yx

und somit die Stabilitdtsfunktion R(z) := 1+ z, wobei z = hA.

Das Stabilitatsgebiet wird somit:

S:{MG(C’|R(M)|<1}:{26C‘|R(z)|<1}

also
(1+z)?+y* <1 das Innere des Kreises mit M (—1,0) und r=1.

Falls A € R ist die Methode von Euler stabil, falls hA € (-2, 0)
Beispiel 2.2 3y = —50 (y — cos (z))

vgl. Abschnitt 3.2
A = —50, d.h. =2 < hA < 0, also sind hy = 2™ und hy = L1872 innerhalb von S, d.h. fiir diese
beiden Schrittweiten sind die Verfahren stabil! Die Fragen nach der Genauigkeit und ob die Resultate

iberhaupt brauchbar sind, sind dabei ausser acht gelassen worden.

Beispiel 2.3 Stabilititsgebiet fiir die Methode vom impliziten Euler

Diese Methode ist wie folgt gegeben:

k1 = f(Tr+1, Yut1)
Ykt1 =Y + h k1

und fiir das Testproblem: ¢/ = Ay

k1= AYp41
Yo+l = Yk + R A Yyt
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und aufgeldst nach yi41 (da das Testproblem linear ist, kann die implizite Gleichung aufgeldst werden):

1
Yt = Ty

und somit die Stabilititsfunktion R(z) := -, wobei z = h\.

1—2z"

Das Stabilitatsgebiet wird somit:

S:{MECMRWH<1}:{zeCMR@ﬂ<1}

also
(1—2)+y*>1 das Aussere des Kreises mit M(1,0) und 7= 1.

Beispiel 2.4 ¢y = —50 (y — cos (z))

vgl. Abschnitt 3.2
A = =50, d.h. hA < 0, fiir jedes h, somit ist der implizite Euler ist fiir jedes h stabil.

Beispiel 2.5 Stabilititsgebiet fiir die Trapezmethode

Diese Methode ist wie folgt gegeben:

Tk+41

Pl ) de = & (e )+ Lo, ven))

Tk

und fiir das Testproblem: y' = \y

h
Yk+1 =Yk + 5 Ay + Ayrgr}

und aufgeldst nach yi41 (da das Testproblem linear ist, kann die implizite Gleichung aufgeldst wer-
den):

145
Yk+1 = 7,12,\ Yk
T2
und somit die Stabilititsfunktion R(z) := 22, wobei z = hA und z # 2.

Das Stabilitatsgebiet wird somit:

S:{uecthn<1}:{zecMR@n<1}

also
z=%(z) <0 die ganze linke Halbebene der Gauss'schen Ebene

Definition 2.6 absolute Stabilitit

Eine Methode fiir die gilt: S = {z eC ‘ R(z) < 0} heisst absolut stabil.

D.h. die Trapezmethode ist absolut stabil, fiir die Schrittweiten sind keine Grenzen gesetzt.
Beispiel 2.6 Stabilititsgebiet fiir das Verfahren von Heun

Diese Methode ist wie folgt gegeben:

kl = f(xka yk)
ky = f(zi + h, yr + hk1)

h
Yk+1 = Yk + 3 (k1 + ka2)
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und fiir das Testproblem: 3/ = Ay

k1= Ay
ke = X(yr + hk1) = A (1 + hA)ys

h h2)\2
yk+1:yk+§{)\yk+)\(1+h)\)yk}: 1+hX+ 5 Yk

und somit die Stabilititsfunktion R(z) :== 1+ z + % wobei z = hA.

Das Stabilitatsgebiet wird somit:
S = {uec’m(m < 1} - {zE(CMR(z)\ <1}.

Hier wird es hier etwas “hasslicher”, bzw. aufwendiger:

2
‘ 2 2

1
1+Z+Z‘<1 also ’1+x+(;c2—y2)+j(xy+y)’<1

Stabilitatsgebiet von Heun, RK(2)
3 T T T

k=2

Imaginarteil
o
T
i

-3 | | | | | | |
-4 -3 -2 -1 0 1 2
Realteil

Abbildung 13: Stabilitdtsgebiet der Methode von Heun

Das zugehorige MATLAB - File lautet:

% graphische Darstellung eines
% Stabilitédtsgebietes (RK):
% Verfahren von Heun:

o]

= linspace(-3, 0.5, 30);
y = linspace(-3, 3, 30);

[xx, yy] = meshgrid(x,y);
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f = abs(1+xx+0.5%xx."2-0.5%yy. " 2+i* (yy+xx.*yy));
[ku, hal] = contour(xx, yy, £, [1 1], ’r’);
set(ha, ’LineWidth’, 1.8);

grid
axis(’equal’)
gtext (’k=2")

title(’Stabilit&dtsgebiet von Heun, RK(2)’)
xlabel(’Realteil’)
ylabel(’Imagindrteil’)

Ein Mass fiir die Grosse des Stabilitatsgebiets S fiir reelle negative Eignewerte \ ist das Stabi-
litdtsintervall auf der reellen Achse der Gauss'schen Ebene:

explizite Runge—Kutta Methoden der Ordnung p
D 1 2 3 4 5
Intervall | (=2, 0) | (=2,0) | (—2.51,0) | (-2.78, 0) | (-3.21, 0)

Bemerkung 2.3

Frage: Zusammenhang Stabilitdt mit Lipschitzbedingung?

Die Lipschitzbedingung an @ ist eine schwache Bedingung. Damit nun ein numerisches Verfahren
brauchbare Approximationen liefert, muss mehr gelten: es muss z.B. stabil sein (|R(z)| < 1 liefert
uns eine konvergente Iteration, d.h. eine Fixpunktiteration mit L < 1), cf. dazu die Abschitzung des
globalen Diskretisationsfehlers, Abschnitt 2.3.1 und obige Definition der Stabilitat 2.3.

2.8 Steife Differentialgleichungen

Physikalische, chemische oder biologische Vorgdnge die sich aus Anteilen zusammensetzen, die stark
verschieden rasch exponentiell abklingen.

Vergeichen Sie dazu das Beispiel in Abschnitt 3.2. Fiir ¢ = 50 haben wir stark unterschiedlich
abklingende Losungskomponenten. Dabei ist

C2

c?2+1

cos (x)
der dominante Teil der Lésung (46).

e Offensichtlich existiert in der Ndhe von y ~ cos (z) eine , brave" Ldsung.

e Alle anderen Losungen erreichen diese , brave" Loésung nach einer sehr kurzen ,,Ubergangsphase“
(= transiente Phase). Mit andern Worten haben wir ein sogenanntes , Runterfallen” auf y ~
cos ().

e Solche transienten Phasen sind typisch fiir steife Differentialgleichungen (aber weder hinreichend
noch notwendig!)
Z.B. hat die Lésung mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 oder genauer 5(0) = 2399 keine transi-

2501
ente Phase. Fiir diese AB besteht die Losung (46) nur aus dem mittleren Term.

e Falls die Schrittweite h etwas zu gross ist, hat die numerische Lésung mit der gesuchten Lésung
nichts zu tun.

Fiir dieses Beispiel mit A = —50 heisst das fiir den expliziten Euler: —2 < AA < 0 bzw. 0 < h < 5—20
und fiir h > 5—20 haben wir Instabilitat des Verfahrens, cf. Folien.

Stabilitat ist das eine, das andere ist die Genauigkeit. Selbst dann, wenn h so gewahlt wird, dass
die Stabilitdtsbedingung erfiillt wird, hat unter Umstinden die gerechnete Lésung nicht viel mit der
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gesuchten Losung zu tun, cf. Folien.

Das Beispiel aus dem Abschnitt 3.2 soll jetzt nicht nur stabil, sondern auch genau numerisch integriert
werden. Dabei wird der klassische Runge-Kutta der Ordnung p = 4 verwendet.

0
111
2|2
2|0 3
110 0 1
12 2 1
6 6 6 6
m (b0 | (P ()
R(hA) =1+ (hA) + TR TR
Global sollen z.B. 4 Stellen korrekt sein, d.h. lokal muss 5 stellig korrekt gerundet werden, was
hA)®
|R(hA) — €| ~’(5') <107* also  h~8.25-107°

zur Folge hat.
Wann ist der Term e~ %% klein genug, d.h. e 9% < 1074, sodass er bei der weiteren Integration

—4
keinen Einfluss mehr auf die ersten 4 Stellen hat? Fiir 21 > % ~ (0.1842... ist dies der Fall.
Fir z > 1 kann dieser Term gegeniiber den beiden anderen Termen vernachlassigt werden. Diese
rasch abklingende und bereits kleine Komponente braucht ab x; nicht mehr so genau integriert zu
werden. Die Schrittweite darf vergréssert werden, aber nur so, dass die Stabilitdtsbedingung weiterhin

giiltig bleibt.

Falls weitere exponentiell abklingende Komponenten vorhanden sind, wird analog vorgegangen.

Beispiel 2.7

Betrachten wir das folgende Differentialgleichungssystem 3/ = Ay

yi = —05y + 326y; + 35.7ys y(0) = 4
(22) v = — 48y, + 9y mit den AB { 45(0) = 13
ys = 9y —  T2y3 y3(0) = 1

(22) ist linear und homogen, d.h. die exakte Lésung kann durch Entkopplung angegeben werden.
yh(gj) = cleAlx . ’U(l) + C2e>‘2m . U(2) + C3€A3x . ’U(S),

wobei (EWP von A):

-3 1
)\1 =—-0.5 ’U(l) = M1 0 )\2 = —45 ’U(l) = M1 3 )\3 =—-75 U(l) = M1 1
-3

Bestimmung der Konstanten ¢, kK = 1,2,3 mit den AB ergibt die Losung

-3 1
(23) y(x) =152 0 | +4-e " 3 | +e ™ 1 x> 0.
-3
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Eine adaptive Schrittweitensteuerung muss folgendes kénnen:

Da sich die Losung y(z) in (23) aus drei véllig unterschiedlichen Termen zusammengesetzt ist, muss h
zuerst fiir den dritten Term, anschliessend fiir den zweiten und schliesslich fiir den ersten Term ange-
passt werden.

Soll (22) nun z.B. numerisch mit der Methode ‘“verbesserter Polygonzug’ 4—stellig korrekt gelst
werden, so muss die Schrittweite wie folgt gesteuert werden:

e die Stabilitat verlangt, falls A < 0:

(24) —-2<hA<0

o die Genauigkeit verlangt: e =5-107°

e ‘'verbesserter Polygonzug”: R(hA) =14 (hA) + (hQ)‘!)2

Also fiir A\3 = =75

12\
3!
Die einzelnen Komponenten des dritten Terms von (23) sind genau genug, falls

<& = h; = 8.9258e — 004

5 1
e < g =1y > —m (5 107°) = 0.1320

Bis zu diesem 1 werden mit h; bereits nqy = % = 147.9385, also n; = 148 Schritte gemacht.
Eine analoge Uberlegung fiir Ay = —45 liefert:

27T _ 591754

ho = 0.0015 bis zu x5 = 0.2201 mit ny =
2

d.h. mit der zweiten Schrittweite werden ny = 60 Schritte durchgefiihrt.

Fiir \; = —0.5 schliesslich liefert obige Umfromung: h3 < v/2.4 - 1071
Dieses hg verletzt die Stabilitdtsbedingung (24)!
Fiir hs muss auch die folgende Ungleichung gelten 0 < hg < 72—5

Allgemeines Vorgehen
Immer zuerst die am schnellsten abklingende Komponente betrachten, dann die néchst schnellste Kom-
ponente, usw. ... unter Einhaltung von (24).

2.8.1 Lokale Linearisierung - Jacobi Matrix
cf. Abschnitt 2.7
Um den Zusammenhang zwischen unserem Testproblem (21) in Abschnitt 2.7 und der allgemeinen

Situation herzustellen, brauchen wir die Jacobi-Matrix eines Differentialgleichungssystems. Dazu diene
uns das

Beispiel 2.8
n(t) = —0.001y:i(t) + 0.001y2(t) y1(0) = 0
(25) Ua(t) = 1 (t) 72109 — yi(tys(t)  mit y2(0) = 1
ys(t) = wyi(x)y2(t) —  100ys(t) y3(0) = 1

Das Beispiel beschreibt eine kinetische Reaktion dreier chemischer Substanzen Y7, Y5 und Y3 nach dem
Massenwirkungsgesetz, wobei y1 (t), y2(t) und ys(t) die entsprechenden Konzentrationen der Substan-
zen zum Zeitpunkt ¢ sind. Die verschiedenen Reaktionen laufen mit sehr unterschiedlichen Zeitkonstan-
ten ab.
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Definition 2.7 Steifigkeit

Die Steifigkeit eines gegebenen Differentialgleichungssystems ist mit

max |Re(A(t))|

S = i ReO®)|

gegeben. Dabei sind \(t) die Eigenwerte der zugehorigen Jacobi-Matrix

0 of; .
J@wpzai):<8§> 1<i,j<n
J

In obigem Beispiel haben wir

n) = filv, y2, ya)
v2(t) = fa(y1, v2, y3) v =f(y)
Us(t) = f3(y1, v2, ¥3)

Hier kommt ¢ in f nicht explizit vor, es handelt sich um ein autonomes Differentialgleichungssystem.
In unserem Beispiel haben wir also

— 0.01 —0.01 —0 i=1,7=1,2,3
o 0ya 0ys3 J
df2 P Of2 . .
22 gy, 22 22— _ i=2j=1,23
o vs 0y 0ys3 Yy J
Jfs3 dfs Of3 . .
ofs _ ol _ 9 _ 00 i=3,j=1,23
o b2 0y u 0ys3 J
und somit
—0.01 0.01 0
Jt,y) =] 1—-ys -1 -y =J(y) die Zeit ¢t kommt nicht explizit vor
Yo y1 —100
Firt =0,y(0) = yo
—0.01 0.01 0
J(yo) = 0 -1 0
1 0 —100

Mit Hilfe des Eigenwertproblems von J(0) kann das Differentialgleichungssystem entkoppelt werden,
d.h.

M 0 0
=Dz D=| 0 X 0
0 0 M

und wir haben formal das Testproblem (21).
Die Eigenwerte von J(yo) sind Ay = —100, A2 = —1 und A3 = —0.01 und damit bekommen wir
S(0) = 10* fiir die Steifigkeit zur Zeit t = 0.

Nach dem ersten Zeitschritt t; = tg + At haben wir dasselbe Prozedere durchzufiihhren, usw. Auf
diese Weise ist es moglich, zu jedem Zeitpunkt die Steifigkeit S(¢) zu bestimmen. Daneben haben wir
mit den Eigenwerten von J(t) komponentenweise auch die Stabiltatsbedingungen im nicht-linearen Fall.

Beispiel 2.9
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Als weiteres Beispiel betrachten wir das Rauber-Beute Modell in der folgenden Formulierung

{l}l =ayp(l—y2) = filyr, v2) y1(0)
2 =y(yi—1) = fay1, y2) y2(0) =

mit den AB { z.B. fir a =10

Hier haben wir

Ty) = < a(l —y2) —ay )

Y2 y—1

J(yo) = ( b )

mit den beiden Eigenwerten A\j o =14 Vv29. Die Steifigkeit in diesem Fall ist also S(0) = 1. Das wird
fiir alle Zeiten so sein, da das System mit den gegebenen Anfangsbedingungen fiir den Wert a = 10
schwingt. Die Eigenwerte treten konjugiert komplex auf und wir haben nur zwei Eigenwerte, somit ist
max Re|A(t)| = min Re|A(¢)|. Hier ist die Steifigkeit also kein Problem.

und

Bemerkung 2.4

Bei Simulink Modellen ist es oft gut, die System—Matrix der lokalen Linearisierung zur Verfiigung zu
haben.

Im Submenu , Linearization and Trimming Commands — Alphabetical List" von Simulink findet man
den Befehl 1inmod.

Mit [A,B,C,D] = linmod(’name’) erhalten wir die System—Matrix A womit wir die Kondition als
auch die Steifigkeit von A bestimmen kdnnen.

Dabei wird das System in den Zustandsvariablen wie folgt beschrieben:

= Axz+ Bu
= Cx+ Du

wobei z und w Input- und y eine Outputgrosse ist.
Bemerkung 2.5

Ist das gegebene Differentialgleichungssystem linear (cf. Beispiel (22)), so ist die zughdrige Jacobi—
Matrix identisch mit der gegebenen Systemmatrix und konstant.

2.8.2 Implizite Verfahren, Euler implizit, Trapezmethode

Als Beispiel zur lllustration soll uns
(26) f+x=cr® >0, klein, zB. ¢ =107!,1072

dienen. (26) beschreibt einen nicht-linear gestorten Harmonischen Oszillator.
Mit der Substitution y; = x und ys = & erhalten wir

(27) y=fly) = ( b2 ) Yo = ( 2 ) vy = 2.9,3.8,4.5,5.5

—y1 + ey} vy

(27) ist ein sog. autonomes Differentialgleichungssystem, da in f die Zeit ¢ nicht explizit vorkommt.
Jede explizite Methode funktioniert auch hier “problemlos” (abgesehen von Genauigkeit und Stabi-
litat), also auch die Methode Euler explizit

wobei vy, = Ik
Yk
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Euler implizit
Y1 = Yk +h- f(Yes1)
(28) hoe f(Yrs1) = Uksr +ur = F(ypq1) =0

(28) ist ein nicht-lineares Gleichungssystem, das mit Newton—Raphson gel6st werden kann,
cf. Abschnitt 3.6.2.

Fiir jeden Schritt der Schrittweite h ist also ein “Newton—Raphson” mit k Iterationen durchzufiihren.
dabei ist die Jacobi—-Matrix

OF, 0fi ) j
” e _ —h- -1 1<i4,j<2
(29) Eul pl e (Yh+1) <3yk+1_7~) <8yk+1_7~ i "

Fiir (27) ist (29) wie folgt

0 1 1 0
JEuler impIizit(?J) =h- ( 1 +38y% 0 > — ( 0 1 > Y= Yk+1

Um die Notation zu vereinfachen, wurde in dieser letzten Formel 441 durch y ersetzt.
Fiir jeden Zeitschritt ist ein nicht-lineares Gleichungssystem F(y) = h- f(y) — y + yx = 0 zu losen.

erster Zeitschritt yo =: y%o) — y%’““)

e Newton—Raphson: erste Wiederholung
i) y§°) = g Starwert. F(ygo)) = 2(0)

i) “Tangente" Ey durch den Punkt Py(y\”, 2(9)) an die Fliche z = F(y)
Eo: JEuler imp|izit(y§0))(y - ZJ%O)) =z -2

iii) Schnittpunkt ygl) von Ey mit der z320— Ebene (z = 0)

-1
Jeuler implizit(yio))(y_ygo)) =0 (y_y§0)) = Ay =— (JEuIer imPIizit(yim)) 2

und damit 1

y%l) = ng) + Ay = yiO) - (JEuIer implizit(yEO))) Z(O)

Zur Bestimmung von Ay muss ein lineares Gleichungssystem mit der Systemmatrix Jgjer impnzit(yio))
geldst werden.

e Newton—Raphson: zweite Wiederholung
) Fut) ==
i) “Tangente” E; durch den Punkt P;(y\", 2(D) an die Fliche z = F(y)

Eq: Jeuler impIizit(y§1))(y - y%l)) =z—zM

iii) Schnittpunkt y§2) von E; mit der z320— Ebene (z = 0)

-1
JEuIer implizit(ygl))(yfygl)) = 72(1) = (yfyg)) = Ay = - (JEuler implizit(ygl))) Z(l)

und damit .

y§2) = ygl) + Ay = ygl) - (JEuIer implizit(ygl))) Z(l)
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Zur Bestimmung von Ay muss ein lineares Gleichungssystem mit der Systemmatrix Jgjer impnzit(ygl))
gelost werden.

e Newton—Raphson: (k + 1)— Wiederholung
) Fluy”) ==
ii) “Tangente” Ej durch den Punkt Pk(ygk),z(k)) an die Fliche z = F(z)

(k)

Ei: Jeuler implizit(y§k))(y ) =220

iii) Schnittpunkt ygkﬂ) von Ej mit der z125— Ebene (z = 0)

-1
JEuIer implizit(yik))(y_ygk)) = _Z(k) = (y_yik)) = Ay = - (JEuIer implizit(y§k))) Z(k)

und damit -1
y£k+1) = y%k) + Ay = ygk) - (JEuler implizit (y%k))) Z(k)
zweiter Zeitschritt y§k+1) =: yg]) — yékﬂ)

Das Resultat des ersten Zeitschritts wird als Statwert fiir den zweiten Zeitschritt verwendet.

Allgemein gilt:

e Zur Bestimmung von Ay muss jeweils ein lineares Gleichungssystem mit der Systemmatrix aus
(29) gelost werden.

e Damit (k 4+ 1)— te Wiederholung beim Newton—Raphson durchfiihrbar ist, muss die jeweilige
Jacobi-Matrix regular sein.

e Im j— ten Zeitschritt ist die Folge der yj(-k), k =0,1,2,... konvergent, falls ||Ay|| — 0 fiir
k — o0.

e Da bei jedem Zeitschritt das Resultat des vorangegangenen Zeitschritts als Startwert verwendet
wird, ist die Konvergenz i. allg. gut.

Trapezmethode Die Trapezmethode ist ebenso eine implizite Methode.

h
Yher = Ukt g {f(yk) + f(yr+1)}
h h

(30) 5 FWker) —ykrr + 5 k) Fue = FYrar) =0
Auch hier ist (30) ist ein nicht-lineares Gleichungssystem F(y) = % - f(y) —y + 2 f(yx) + yx = 0,
Y = Yg+1, das mit Newton—Raphson gelost werden kann, cf. Abschnitt 3.6.2.

OF; h ofi > .
31 Treapes = . L, 1<ij<2
51 Trapez(Ui-+1) (5yk+1j> 2 (3yk+1j : J

Fiir (27) ist (31) wie folgt

ooy =" 0 1 10 B
Trapez\Y) = 9 1 +3€y% 0 0 1 Y = Yk+1

Um die Notation zu vereinfachen, wurde in dieser letzten Formel g1 durch y ersetzt.
Ansonsten ist das Prozedere analog zur Methode “Euler imlizit”.

zhaw ungr/num_dgl_teile.tex



MLAN4 2 FEINSCHRITTMETHODEN 37

2.8.3 Implizite Verfahren, implizite Runge—Kutta Verfahren (IRK)

Zur Lésung von steifen Differentialgleichungen sind implizite Verfahren bestens geeignet.
Bereits kennengelernt haben wir den impliziten Euler und die Trapezmethode.

Wir betrachten als nichstes implizite Runge-Kutta Verfahren.
Neu an diesen Verfahren ist, dass die Pradiktoren durch implizite Gleichungen definiert sind.

Prinzip fiir ein 1—stufiges Verfahren:
ki = f(zk +arh, yr + bi1hk)
Yk+1 = Yk +hcaik

e Wie bei den expliziten Verfahren, muss auch hier die Gleichung 3'(x) = 1 mit y(0) = 0 mit der
Losung y(x) = = exakt integriert werden kdnnen.

e Diese Forderung fiihrt auf die Nebenbedingung a; = b11.

e Die Parameter sollen so bestimmt werden, dass das Verfahren eine méglichst hohe Fehlerordnung
hat.

Statt mit den Niherungen ki und 5 wird nun mit den exakten Werten k; und y(x}) gerechnet:

ki = ki(ze, y(or))
(32) = f(xk +arh, y(xg) + birhk) = f(xo + Az, yo + Ay)
= f(aw, y(or)) +arh {fx+k1fy}+%a%h2 {fmeFQElfxy JFE?fyy}JFO(hB)

Fiir die dritte Zeile wurde (zq, yo) = (xk, y(xx)) als Entwicklungszentrum fiir die Taylorreihe von
f(xo + Az, yo + Ay) verwendet.

Diese implizite Gleichung (32) fiir k1 soll nach k; , aufgeldst” werden. Dazu wird k; als Potenzreihe
in h angesetzt.

(33) El =g+ arh+ a2h2 +
(33) in (32) einsetzen
ao+onh+aoh® + ... = flak, y(ar)) + arh {fo + (@0 + a1h) fy }
+% aih? {fm + (200) fay + a(z)fyy} +O(h?)

und anschliessender Koeffizientenvergleich liefert:

R oo = flak, y(zk))
R': on=aifs +araofy = ar {fs + ffy} = aF

1 1
h2: a2:alalfy+ia?(fmx+2ffry+f2fyy) a? {ny+2G}

Mit diesen Werten l3sst sich der lokale Diskretisationsfehler abschitzen:

diyr = y(@re1) —y(ar) — heik
Y(xp1) —y(xe) —her {f + aaFh+a} {Ff, + 3G} h*...}
{1—a}hf+{i —aa} R*F + {(§ —aic1) Ffy + (¢ — 3 ale) G} k3 4+ O(h*)

Mit der Taylorentwicklung von y(zx11) um xy:

h? B3
y(we) =y(en) + Fh+ F o+ (Ffy +G) 5+
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erhalten wir schliesslich:

1 1 1 1
dk+1 = {1—01} hf+ {2 _alcl} h,2F—|— {(6 —G?C1> ny+ (6 - 2@%C1) G} h3+0(h4)

Maoglichst hohe Fehlerordnung heisst, moglichst viele Koeffizienten der Entwicklung Null setzen. Mit
¢t =1und a; = % werden die beiden ersten geschweiften Klammern Null, der Koeffizient von A3 kann
nicht gleichzeitig Null gesetzt werden.

algorithmische Formulierung

1 1
(34) ki=f (»”Ek + §h7 Ukt 5 hk1)
(35) Yk+1 = Yk + hky
Dieses IRK Verfahren hat die Fehlerordnung p = 2.

e Jeder Iterationsschritt verlangt die Losung einer impliziten Gleichung fiir k1. Diese Gleichung kann
z.B. mit Fixpunktiteration numerisch gelst werden.

e Im Vergleich zur Trapezmethode, die ebenfalls implizit ist, bietet diese Methode keine besonderen
Vorteile.
2.8.4 Stabilitatsgebiete fiir IRK

Dazu werden lediglich zwei Beispiele betrachtet. Zur Bestimmung dieser Gebiete wird das Testbeispiel
y' = Ay verwendet.

Beispiel 2.10 1— stufiges Verfahren

ky = A (yk + hk1>

kr (1 - ;h/\) =\
A

b=

und somit

1+ 1hx
= hk, = | —2—
Yk+1 = Yk + K1 <1éh)\) Yk

Mit z := h\ wird die Satbilitdtsfunktion

72+z
22

R(z)
und das Stabilitatsgebiet
S= {u € C‘ |R(p)| < 1} = {M € (C’ Re(u) < 0} = linke Halbebene der Gauss'schen Zahlenebene

d.h. auch diese Methode ist absolut stabil.
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Ansatz fiir ein 2— stufiges Verfahren

ki = f(xr + arh, yr + hbi1ky + hbi2ks)
ko = f(x + agh, yr + hba1ky + hbagks)
Ye+1 = Yk + h {c1k1 + caka}

Hier ist m = 2. Wir haben 8 Parameter eingefiihrt. Wie fiir die expilziten Verfahren muss das Problem
y' =1 mit y(0) = 0 exakt nachgebildet werden kénnen, d.h.

a1 = b1 + b2
az = ba1 + bao

Mit diesen beiden Nebenbedingungen haben wir 2 - 3 freie Parameter. Die maximale Fehlerordnung ist
p=4.

allgemein gilt:

Ein m—stufiges implizites Runge-Kutta Verfahren hat mit geeigneter Wahl der m - (m + 1) Parameter
eine maximal erreichbare Fehlerordnung von p = 2m.

Beispiel 2.11 2— stufiges Verfahren

Hier ein spezielles Beispiel zu obigem allgemeinen Ansatz:

ap =323 by =1 by = 3228 mit ag = by + bo
ay = 3+6\/§' byy = % boz = 1 mit ag = byy + bap und damit

3—3 1 3—-2V3
ki = f<$k+6h7yk+4hk‘1+l2hk‘2>
3+V3 3+ 2v3 1
ke = fan+ \[h,yk—l—i\fhkl—i—fhkg
6 12 4
h
Yrr1 = yk+§(k1+k2)

e Alle impilziten Verfahren sind eindeutig bis auf eine triviale Vertauschung der k— Werte.

e Die Analyse des lokalen Fehlers dj; ist aufwendig.
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3 Anhang

3.1 Herleitung von d;, fiir RK, p =3, cf. (14)

Da die betrachteten Verfahren der Ordnung p = 3 sind, muss bis und mit dem Term dritter Ordnung
entwickelt werden.
Taylorentwicklung von y(zk41) mit Entwicklungszentrum zy,:

111

Y(zre1) = ylaw) + y/(ffk) h+ y//égf’“) h24 Y :S”’C) 1 4+ O(RY)
Mit
(36) y”(x) = fw+ffy = F
(37) V@) = aet 20 Joy + I )+ et T ) fy = G+ F -],

erhalten wir

(39) Yonar) = ylan) + b+ S F P+ (G F o fy) 1+ O(h)
(39) k1= f(ogy(er) = f

(40) ko = f(x+a2h,y(zy) + ashf)

(41) Es = f ({Ek + (Igh, y(xk) + bdlhf + bggh%z)

Taylorentwicklungen von ks und k3 mit Entwicklungszentrum (x,, y(z)) =: (z,y):

ko = f+ fo- (azh) + fy - (a2hf) erste partielle Ableitung je nach = und y

+ %fm . (agh)2 zweite partielle Ableitung nach z

+ fzy - (a2h)(a2hf) gemischte partielle Ableitungen nach x und y, wobei f,, = fyz
+ %fyy - (aghf)? zweite partielle Ableitung nach y

+ O(h?)

Mit (36) und (37) erhalten wir

- 1
(42) ky=f+ayF-h+ 5a%G k% +O(h?)

ks = f+ fu - (ash) + f, - (bsihf + bsahks) erste partielle Ableitung je nach z und y

=+ %fm - (ash)? zweite partielle Ableitung nach z
+ fuy - (azh)(barhf + baahkz) gemischte partielle Ableitungen nach z und y, wobei f., = fyz
+ % fyy - (b31hf + baohks)? zweite partielle Ableitung nach y
+ O(h?)
Mit (42) erhalten wir (bis und mit dem Term in h?)
ks = f

+{asfs + (b31 +b32) ffy} - R
1 1
+ {azb32ny + §a§fm + az(bs1 +bs2) f foy + 5(531 + 532)2f2fyy} -h?

+0(h®)
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und mit (36), (37) schliesslich

_ 1
(43) ks=f+4+asF-h+ {azbggny + 2CL§G} - h? + O(h3)

In (43) wurde verwendet, dass ag = b3y + bso erfiillt ist.
Damit erhalten wir fiir

desr = y(@ps1) —ylaw)
—h - {61E1 + coko + CgEg}

1 1
f~h+5F-h2+§(G+F~fy)-h3
—hclf

—hey <f+a2F~h+ ;a§G~h2+O(h3)>

1
—hes <f +agF - h+ {(12532ny + 2a§G} -h* + O(h3)>

und geordnet nach Potenzen in h:

dk+1 = (1—61—02—63)f~h
1
+ (2 — Q2Cy — a363> F-h?

1 1 1
+ (6(G + F . fy) - 5@%02(; — azbgzchfy — 2&%03(;) . h3
+0(h*)

und schliesslich

div1 = (I—ci—ca—c3)f-h
1
+<2—a2cQ—a303)F~h2

1 1 1 1
#{[§ et 5+ [ gobes — | 0}

+0(h%)

3.2 Lineare Differentialgleichung mit Anregung
Als interessantes Beispiel im Zusammenhang mit der Stabilitdt und Genauigkeit dient uns das Beispiel
(44) y' = —c (y — cos(z)) c>0 y(0)=0

mit der allgemeinen Losung y,(z) = yn(z) + yp(x).

Dabei ist yi(x) = ¢ e~ * die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung

/

Yy =-cy

und fiir y,(z) verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten, also
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Ansatz fiir
(45) yp(z) = cr(z) e

(45) wird nun in (44) eingesetzt, was uns fiir

2
yp(z) = @ oo (x) + pop sin ()
liefert und schliesslich
2
Yal(@) = c1 e~ 4 F7 o (z) + ) sin ()

Die Anfangsbedingung in (44) erlaubt ¢; zu bestimmen, was uns die spezielle Lésung von (44) liefert

B A . ? c .
(46) y(a:)——c2+le +CQ+1 cos(x)+c2+1 sin (x)
In (46) ist der mittlere Term
2
m COS (I)

fiir grosse Werte von ¢ > 0 dominant, insbesondere fiir ¢ = 50.

Der erste Term geht mit > 0 sehr schnell gegen Null und der Koeffizient des dritten Terms ist ¢
mal kleiner als derjenige des zweiten Tems.

3.3 Losung einer separierbaren Differentialgleichung

Als Beispiel fiir diese Methode dient uns
d
(47) y = % = —2z7> mit y(0) =1

Wie der Name im Titel sagt, werden die Variablen getrennt. D.h. (47) wird algebraisch so umgeformt,
dass alles was ,,y" bzw. alles was ,,z" heisst, je auf einer Seite der Gleichung steht, namlich:

1
— dy = —2zdx
Y

Nun folgt eine unbestimmte Integration, links iiber y bzw. rechts iiber x. Bei jeder unbestimmten
Integration gibt es zusatzlich eine Integrationskonstante, die z.B. auf der rechten Seite beriicksichtigt
werden kann:

1
——=-24C
Y
Aufldsen nach y liefert dei allgemeine Lésung von (47)
1
v =mre

(dabei wurde —C' wieder durch C' ersetzt) und mit der Anfangsbedingung erhalten wir schliesslich die
spezielle Lésung

(48) y(e) =

von (47).

(47) mit (48) wird als Testbeispiel fiir unsere numerischen Verfahren verwendet.
Aufgabe 3.1
Versuchen Sie mit derselben Methode das Problem

Y=y mit y(0)=co

zu |Gsen.
Lésung: y(z) = coe”
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3.4 Losung einer Differentialgleichung mit Hilfe einer Potenzreihe

Als Beispiel fiir diese Methode dient uns

(49) y' +2y =0 mit y(0)=2 2 (0)=1

Wie der Name im Titel besagt, wird als Ansatz fiir die Lésung eine Potenzreihe

(50) y(@) = Y ara*
k=0

verwendet und in (49) eingesetzt. Die Koeffizienten von (50) werden mit Koeffizientenvergleich bestimmt. Mit

y'(z) = Z kagz" ! und y'(z) = Z k(k — Daga®2
k=1

k=2

erhalten wir

20 2-1-a2+2-1-a1
zt 3:2-a3+2-2- a2
22 4.-3-a4+2-3 a3
23 5-4-a5+2-4-a4
ZEkZ (k+2)(k+1)ak+2+2(k+1)ak+1

ein rekusives Gleichungssystem fiir die Unbekannten ax (oo viele Gleichungen fiir co viele Unbekannte).

Mit den Anfangsbedingungen erhalten wir ap = 2 und a1 = 1 was erlaubt, die Lésung rekursiv zu bestimmen:

angl, (13:%,&4:7%
Die die Rekursion lautet
Q(Lk
k+1
Mit volstandiger Induktion kann bewiesen werden, dass

Ak+1 =

giiltig ist. Damit bekommen wir

als L3sung von (49).
Aufgabe 3.2
Versuchen Sie mit derselben Methode das Problem
Yy +y=0 mit y0)=y(0)=1

zu losen.

Li)'sung: Ap42 = —(k_"_;)‘%

und somit y(x) = cos (x) + sin (z)

3.5 Aligemeine Bedingungen fiir ein ERK mit p =4
Literatur: Hairer, Ngrsett und Wanner, Band |, p 137/138.

und mit vollstandiger Induktion: azk = (—1)* 57 und age—1 = (=1)***

1
k-1)1

Taylorentwicklungen fiir den lokalen Fehler, analog wie fiir eine Methode der Stufe drei, cf. Abschnitt 2.5.

zu lésende Gleichungen:
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(51) cot+ce+tezt+es = 1

1
(52) Ccoa2 + c3as + c4a4 = B

1
(53) CQCL% + C3a§ + caa2 = g

1
(54) Czag + 03(1:?; +cqaz = 1

1
(55) csagbszaz + caaq (bazas + bagas) = 3
(56) csbsa + cabsas = c2(1—a2)
(57) cabiz = c3(l—as3)
(58) 0 = Cq (1 — a4)
(59) Cc3C402 (1 — a3) # 0

Aus (59) folgt mit (58) sofort, dass

as = 1.

Die Bedingungen (51) — (54) inkl. (58) beinhalten nichts anderes, als dass die ¢, die Gewichte und die aj
die Stiitzstellen einer Quadraturformel 4— ter Ordnung auf dem Standard-Intervall [0, 1] sind, wobei speziell
a1 =0und ag = 1.

Zudem muss das Testproblem

(60) v (@)
(61) y(0) = 0

exakt integriert werden kénnen. Mit (60) und (61) erhalten wir die folgenden Nebenbedingungen:

az = ba
(62) a3 = bs1 + b3
as = ba + bz + bas

3.5.1 Zur L6sung dieser Gleichungen gibt es vier typische Fille:
Fall 1)

a2 = u und a3z = v, wobei 0, u, v, 1 alle voneinander verschieden.
In diesem Fall bilden die Gleichungen (51) — (54) ein regulires lineares Gleichungssystem fiir die Gewichte
Ck .

1—2(u+v) + 6uv 2v—1
63 = - ===
(63) . 12uv 2 12u(1 — u)(v —u)
(64) oy — 1—2u 04:3—4(u+v)+6uv

120(1 —v)(v — ) 12u(1 — u)(v — u)
Wegen (59) miissen u und v so gewdhlt werden, dass c3 # 0 und cs4 # 0.

Die drei anderen Fille mit einem Doppelknoten bauen auf der Regel von Simpson auf.

Fall 2)
a3:0unda2:%:03:w#0,01:%—w,02:%unda;zé.
Fall 3)
aQ:a;;:%:clzé,Q:w;éO,cz:%fwunda;:%.
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Fall 4)

w,c1 =% und ¢35 = 2

1. _ 1
a2:1,a3=*.C4—w#0,02—5— 5 5

2

Sind die ax und ci einmal, bestimmt, so folgt aus (57) baz = ...

Anschliessend erhalten wir aus (55) und (56) die Gréssen bsz und bsz. (55) und (56) bilden ein regulires
lineares Gleichungssystem fiir bs2 und b42, denn

€ “ = czcaaz(as —az) #0 mit (59)

C3a3a2 C404G2

Schliesslich erhalten wir ba1, sowie bsy und bsy mit (62).

3.5.2 Zwei spezielle Verfahren

Aus dem Fall 3) mit w = 2:

0
1 1
2 2
(65) 51 0 3
1 0 0 1
1 2 2 1
5 6 6 o
Aus dem Fall 1) mit u = £ und v = 2:
0
1 1
3 3
2 1
(66) 3 -3 1
1 1 -1 1
‘ 13 3 1
8 8 8 8

(65) ist das Runge—Kutta Verfahren 4— ter Ordnung und (66) ist etwas genauer, aber weniger popular.

3.6 Anwendung der Jacobi—Matrix
3.6.1 Methode von Newton fiir eine skalare Gleichung

Zu I6sen ist die nicht—lineare Gleichung

f(@) = 0.
Bei dieser Methode wird das gegebene Problem in jedem Schritt lokal linearisiert. Die Tangente ( = lineare
Funktion) an die Kurve wird mit der z— Achse geschnitten.

erster Schritt
e 1o = Starwert. f(z0) = yo

e Tangente to durch den Punkt Py(zo,y0) an die Kurve y = f(z)
to: f'(zo)(z —x0) =y — yo Punkt—Richtungsform der Geradengleichung
e Schnittpunkt 1 von ¢y mit der z— Achse (y = 0)
fl(@o)(x —w0) = —yo = (z — w0) =2 Az = —(f'(20)) 9o

und damit
x1 =0+ Az = x0 — (f'(20)) "0

zweiter Schritt

o f(z1) =wn
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e Tangente t1 durch den Punkt Pi(z1,y1) an die Kurve y = f(z)
ti: fllx)(z—m) =y —y1 Punkt—Richtungsform der Geradengleichung
e Schnittpunkt x> von ¢1 mit der z— Achse (y = 0)
fla)@—z)=-y = @-n)=20c=—(f(21)"'n

und damit
T2 =z + Az =21 — (f'(z1)) 'm

(k 4+ 1)— ter Schritt
o f(@k) =y
e Tangente t) durch den Punkt Py (zk,yx) an die Kurve y = f(z)

tre: fl(ze)(x — o) = ¥y — Yk Punkt—Richtungsform der Geradengleichung
e Schnittpunkt zx11 von ¢, mit der z— Achse (y = 0)

Fla)(@—a) = —ye = (@ —a1) = Az = —(f'(21)) v

und damit
The1 = Tp + Ar = x5 — (f/(xk))ilyk
Allgemein gilt:
e Der (k + 1)— te Schritt ist durchfiihrbar, falls f'(x)) # 0.
e Die Folge der zx, k =0,1,2,... ist konvergent, falls |Ax| — 0 fiir k — oo.

e Falls wir einen guten Startwert wihlen, konvergiert das Verfahren sehr gut. (quadratisch).

3.6.2 Methode von Newton fiir nicht—lineare Gleichungssysteme

Zu losen ist das nicht—lineare Gleichungssystem
f(z)=0 fer” z eR"
d.h. n nicht-lineare Gleichungen in n Unbekannten.

Beispiel 3.1 Sei speziell n = 2

fl(acl,xg) = .T% —&—ac% + 0.6x22 — 0.16 fl(ach:cz) 0
fg(ml,xg) = z{—x5+x1 — 1.6 —0.14 fz(:chwg) 0

Das zu I6sende Problem soll eindeutig I6sbar sein. Hier werden die Starwerte cho) = 0.6 und :cg()) = 0.25

gegeben, also Startwertvektor
0
o= 0 | =
Ty 0.25

Jede lterierte ist jetzt im Gegensatz zu obigem Abschnitt ein Vektor = € R2.

Lokale Linearisierung: der Ableitung im obigen Abschnitt entspricht hier die Jacobi-Matrix von f

=4 _ ' <ij<

i = Zeilen- und j = Spaltenindex. Ansonsten ist das Prozedre véllig analog.

Fiir das Beispiel
of of
Jay=( oo o o o 06
Ofs  Ofa 221 +1 —210 — 1.6

oz Oz

erster Schritt

o (9 = Starwert. f(z?) = y©
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e “Tangente” E, durch den Punkt Py(z'?,y(?) an die Fliche y = f(x)
Eo: J(@)(@ —2®) =y —y©
e Schnittpunkt 2 von Ey mit der z122— Ebene (y = 0)
TN (@ —2®) = —g©  — (@—2@) = Az = — (J(Iw))) o
und damit .
2D = 2O 4 Ay = 2O _ (J(xw))) y©
Zur Bestimmung von Ax muss ein lineares Gleichungssystem mit der Systemmatrix J(a;(0>) geldst werden.

zweiter Schritt

o f(zW)=yW
e “Tangente” E; durch den Punkt Pl(x<1),y(1)) an die Fliche y = f(z)

B J(I(l))(x _ ;rm) =y— y(l)
e Schnittpunkt 2*) von E; mit der z125— Ebene (y = 0)
-1
Je) @ —2V) = -V = (@ 2®) = Ar = — (JD)) Ty
und damit -1
2@ — 20 L Ay — M (J(x(l))) y»

Zur Bestimmung von Ax muss ein lineares Gleichungssystem mit der Systemmatrix J($(1>) geldst werden.

(k 4+ 1)— ter Schritt

o f®) = y®
e “Tangente” Ej, durch den Punkt Py (z®,y*) an die Fliche y = f(z)

Ey: J(x(k))(:c - x(k)) =y— y(k)

e Schnittpunkt 2**D von E) mit der z122— Ebene (y=0)

1
J(av(k))(x — :r<k)) = —y<k) = (x — x<k)) =: Az = — (J(:U(k>)) y(k)

und damit !

Allgemein gilt:

e Zur Bestimmung von Ax muss ein lineares Gleichungssystem mit der Systemmatrix J(a:(k)) geldst werden.

Der (k 4 1)— te Schritt ist durchfiihrbar, falls J(z®)) regulsr.
Die Folge der z(®, k= 0,1,2,... ist konvergent, falls |Az|| — 0 fiir Kk — 0.

e Falls wir einen guten Startvektor wihlen, konvergiert das Verfahren sehr gut. (quadratisch).
e Das vorgestellte Verfahren ist die Methode von Newton—Raphson.
Geometrische Interpretation dieses Beispiels:

Die erste Kurve fi(x1,x2) = 0 beschreibt eine Kreislinie und die zweite Kurve fa2(z1,z2) = 0 beschreibt eine

Hyperbel, d.h. hier wird ein Schnittpunkt dieser beiden Kurven bestimmt.
Aufgabe 3.3

Fiihren Sie mit Hilfe von Matlab obiges Beispiel numerisch durch.
Zur Kontrolle: nach 5 Iterationen werden Sie

L) _ (02718845063
0.1196433776

erhalten.
Aufgabe 3.4 Sei wieder n = 2
Zu losen ist das folgende nicht—lineare Gleichungssystem:

{ filzr,z2) = €e"172 +224+2,-12

0.4
) ) flx)=0 mit dem Startvektor z(*) =
fo(z1,22) = o1 +ax3+x1 —0.55 0.25
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