Klasse DP1a NMMal - 2-te Klausur 2. Februar 2005

Name:

Aufgabe 1

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b, wobei

1 0 -2 3 1 by
A=[2 -3 2 0 2 b= by
5 -3 —4 9 5 bs

a) Fiir welche rechte Seiten b hat das gegebene Gleichungssystem Lésungen? m =7, n =? und r =7

-1
b) Bestimmen Sie mit Hilfe von a) by und anschliessend fiir b = b | die Losungen.
1
Aufgabe 2
Betrachten Sie das folgende homogene lineare Gleichungssystem:
1 + 20 — 23 — By + x5 = 0
Ty + 3xs + 223 — 6x4 + 105 = 0
—2x7 — 4z 4+ 223 + 94 — 6z5 = 0
—2x7 — 4z 4+ 63 + 1llxy + 225 = 0

a) Bestimmen Sie die Losungen dieses Gleichungssystems, r =7

b) Welche Bedingungen muss b € R* erfiillen, damit das inhomogene Gleichunssystem Az = b Lésungen
hat?

c) lst eine eindeutige Losung moglich? (mit Begriindung)
Aufgabe 3

a) Bestimmen Sie die positiven Gréssen a, b, ¢, d und e so, dass

2 a c

B = % 0 —d orthogonal wird, d.h. dass BTB = I.
/) e
3

b) Was erhalten Sie fiir B BT? (mit Begriindung!)

c) Lésen Sie mit B aus a) das lineare Gleichungssystem Bz = ¢ mit ¢ = (1, 0, —1)7

bitte wenden!



Aufgabe 4

-1 1 0 0

1 -2 1 0

A= 0 1 -2 1
0 0 1 -1

a) Bestimmen Sie die LR—Zerlegung von A, ohne Zeilenpermutationen.
b) Lésen Sie mit Hilfe von a) das Gleichungssystem Az = b mit b7 = (1, 0, 1, by)
c) Wie gross muss by sein, damit es Lésungen gibt.

Aufgabe 5

a) Seien A und B zwei n x n—Matrizen. Wieviele wesentliche Operationen (nur Multiplikationen) sind zur
Bildung von C = A - B nétig ?

b) Seien nun A und B zwei obere n x n—Dreiecksmatrizen. Wieviele wesentliche Operationen (nur Mul-
tiplikationen) werden jetzt zur Bildung von C' = A - B benétigt ?

Aufgabe 6
a) Seien A und B zwei symmetrische n x n—Matrizen. Was muss gelten, damit C' = A - B symmetrisch
ist?
1 1/a 0
by A= a 1 1/a
0 a 1

Bestimmen Sie die Inverse A~! von A mit dem Gauss-Algorithmus. Fiir welche a € R ist das iiberhaupt
moglich ?



NMMal Losungen 2-te Klausur 2. Februar 2005

Losung 1
T T2 T3 T4 Ts 1
_ Q) 0 2 3 1 by _ _ _
Endschema: 0 @ 6 6 0 by — 20, m=3,n=5und r =2
0 0 0 0 0 | —3by — by + b3

a) Es gibt Losungen, falls —3b; — by +b3 =0

b) by =4, r = 2, drei freie Parameter, 3 = i, 4 = v und 25 = A, damit 21 = —1 + 2u — 3v — X und
To = —242u—2v

Losung 2
X1 X2 xs3 Ty x5 | 1
1 N _
a) Endschema fiir Az = 0: (0) é j _? é 8 m=4, n=5undr=3
o 0 @O 12 2]0
xq T9 T3 X4 x5 | 1
. . @ o 0 2 310
Endschema in rref: 0 @ 0 3 1o
o 0o @O 12 2|0
zwei freie Parameter: x4 = p und x5 = v, damit: 1 = —2u — 3v, o = 3u — v und x3 = —%u —2v
T To T3 T4 Ts 1
Q) 2 2 -5 1 b1
b) Endschema fiir Ax = b: 0 @ 4 -1 9 by — by
0 0 (D -1 -4| by+2n
0 0 0 0 O | 4by+0b3+0bs

D.h. VB: 4b; + b3 + by = 0, sonst gibt es keine Losungen.
c) Eine eindeutige L3sung ist nicht méglich, da r =3 < n.
Losung 3

a)a:bzg,c:e: und d = 42

IS

6
b) B ist orthogonal, d.h. es gilt mit a): BT B = I3. B ist mit ihrer Inversen vertauschbar, d.h. es gilt:
BTB=BBT =13

0
c) z=BTe=| V2
0



L6sung 4

a) L=

O = = O
= =0 O

1
-1

0 —

0 _

b) Le=0b: 61:1, 62:1, 63:2, C4:b4+2:0, d.h. b4:—2
c) by=—-2:21 =4+ p, xo = -3+ px3 =—2+ u, x4 = p, freier Parameter.
Losung 5

a) pro Matrix-Element ¢;;: n Multiplikationen, insgesamt werden n? Elemente gerechnet,
also Gesamtaufwand: n3

b) das Produkt ist wieder eine obere Dreiecksmatrix

1—te Zeile: 14+2+3+...+n

2—te Zeile: 1+2+3+...+(n—1)
3—te Zeile: 1+24+34+ ...+ (n—2)
j—te Zeile: 1424+3+...+(n—j+1)
n—te Zeile: 1

zu summieren sind folgende Zahlen (schematisch dargestellt):

1 2 3 4 ... n
1 2 3 ... n—1
1 2 ... n-2

1

Gesamtaufwand: Y (n—j+1)j = ¢ (n® + 3n® + 2n)
j=1

Losung 6

a) C=A-B,CT=(A-BT=BTAT=B-A, CT"=C,falls A-B=B" A,
d.h. falls A und B kommutieren.

0 1/a -1/a?
b) fiira # 0, A™! = a -1 1/a

—a®  a 0



