Klasse DP2a NMMa3 - 1-te Klausur 09. Dezember 2004

Name:
Aufgabe 1
1
Eine Ebene E durch den Nullpunkt ist orthogonal zun = | 1
1

a) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix S bzgl. der Standardbasis 3. der Spie-
gelung an FE

b) Geben Sie eine neue Basis X, an, so dass die Abbildungsmatrix Spey
moglichst einfach wird.

Aufgabe 2
2 0 4
SeiA=1| a 6 0
4 0 2

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.

b) Bestimmen Sie — in Abh&ngigkeit des Parameters a — zu jedem Eigenwert die
zugehorigen Eigenvektoren.

c) Fiir welche Werte von a ist die Matrix A diagonalisierbar? (mit Begriindung)
Aufgabe 3

Sei P, = Vektorraum derPolynome vom Grad < 2 definiert auf dem Intervall [0, 1]
Eine lineare Abbildung F : P, — P; ist definiert mit

(F(p))(z) :==p(1 —x) —2* - p''(x)

a) Betrachten Sie die Monome als Erzeugendensystem und bestimmen Sie die
Abbildungsmatrix F' bzgl. dieser Basis.

b) Bestimmen Sie das Bild und den Kern dieser Abbildung.

c) Fir welche p(zx) gilt F(p) =c-p?

bitte wenden



Aufgabe 4

V = C'-1,0], seien p(x), q(z) € V
a) lIst durch

(p,q) :==p(0) - q(=1) + % ~ /_119’(50) ~q(z)dx

ein Skalarprodukt definiert? Begriindung!

b) Sind im Vektorraum der Polynome P, die Funktionen fi, fo und f5 linear
abhangig oder linear unabhingig? Begriindung!

i) filz)=2+1  fo(x) =(x+1)? fi(z)=(z—1)
) )=(z—-1)

i) A= (@42 flo) = (@+1)? foz) = (@ —1)?
Aufgabe 5
S.Cl = 31’1 + 2562 + 41‘3
.’i‘Q = 21’1 + 2%3
T3 = 4dx1 + 2x9 + 3x3

a) Losen Sie das gegebene Differentialgleichungssystem durch Entkopplung. (Hor-
nerschema fiir die EW)

b) Fiir welche Anfangsbedingungen streben alle Lésungen gegen Null?
Aufgabe 6
Gegeben ist die quadratische Form
Q(x1,22) := 5a? — dx20 + 823 — 2621 — 42y + 5
Q(x1,x2) = 0 definiert eine Kurve in R?.
a) Um was fiir eine Kurve handelt es sich hier?

b) Hauptachsentransformation und graphische Darstellung.



Losung 1

1 -2 =2
a) S=1 -2 1 —2 |, Sistorthogonal: S~1 = ST, § = ST, symme-
-2 =2 1
trisch, S? = I3, da S eine Spiegelung beschreibt.
1 1 1
b) Xpeu: b1 = -1 by = 0 b3 = [ 1 , T = (b1,ba,b3)
0 -1 1

spaltenweise
Spew = T7EST = diag(1,1,—1)

Losung 2

a) A1.2 =6, doppelter EW und A3 = —2, einfacher EW

b) Ag:v® = (-1, &, 1T
Ao:a #0, nur ein EV: 21 = 23 = 0 und 23 € R, also o™ = (0, 1, 0)7,
geom VF =1 < alg VF =2
A1.2: a = 0, zwei linear unabhangige EV, namlich 1 = 23 und =5 € R, also
v = (1, 0, )7 und v = (0, 1, 0)T, geom VF = alg VF = 2

c) A ist diagonalisierbar genau dann, wenn geom VF = alg VF fiir jeden EW,
d.h. fiir a = 0.

Losung 3

Basis e; = 1, es = = und e3 = 22

a) Fler) =1=¢e1, Flea) = 1—xz=e;—eq, Fez) = 1-20—2% = e; —2e5—e3

1 1 1
und damit F' = 0 -1 -2
0 0 -1

b) Kern(F') =0 und Bild(F) = P, da F regulir.

c) EWPvon F,dh. Fx =Az: Ay =1, Aog=—1
v = (1,0, 00", pr(x) = o, F(pa(x) = 1-p1 ()
v® = (1, =2, 0)7, pa(x) = a(l - 22), F(pa(x)) = (—1) - pa(2)



L6sung 4

a) nein, denn (p,q) # (q,p)

b) arfi +asfe+asfs =0
i) linear abhingig:
2?2 (1 +az+a3)+x- (200 —2a3) +1- (a; +as +a3) =0
ii) lin unabhéngig:
22 (a1 +ag +az) + - (4dag + 200 — 2a3) + 1+ (4o + az +az) =0

Losung 5

a) EWP von der System-Matrix A: pa(\) = —A3 + 6\% + 15\ + 8
EW pa(A) =0, mit Horner: Ay = Ay = —1, A3 =8
E_1 = span {(1, —20)7T, (0, -2, 1)T} = span {v(l),v(z)} und Eg = span {(1, %, 1)T} =
span {v®},
also z,(t) = cre "t + coe @ 4 cze880®)

b) ¢1,¢c2 € Rund ¢3 = 0.
Losung 6

5 -2

a) EWonnA:( 9 3

), Ellipse, da det(A) =36, Ay =9 und Ay =4

1 1
(1) (2) i — 1
b) EV v und v'*) und damit T = 7| o

T ist eine Drehung um den Winkel ¢ = arctan (—2), (tan (¢) = —2)
Kegelschnitt bzgl. im neuen Koordinatensystem:

), orthogonal, z =Ty

1
)2 +4 (20 — —=)* =36

9(?41—%

somit a = 2 und b = 3.

an(%/%) und Mg;¢(3/1), also Translation £ = (3, 1)7



