Klasse ET04b DMa3 2-te Klausur 14. Februar 2006

Name:

Aufgabe 1
-1
a) Gegeben ist der Vektor u = [ —1 | € R3 bzgl. der Standardbasis ..
1

Bilden Sie in dieser Basis die Matrix Hs = I3 — 2 Z#T .

U

Zshlen Sie einige wichtige Eigenschaften von Hs auf (mit Begriindung).

b) Was fiir eine Abbildung F : 2 € R3 — y = H3z -2 € R? erhalten Sie mit dieser Matrix? (geometrische
Interpretation)

c) Geben Sie ein neue Basis %,,.,, so an, dass die Matrix in der neuen Basis méglichst einfach wird.

Aufgabe 2

Gegeben ist das folgende Differentialgleichungs-System

T = 3x1 + 2x9 + 4x3
(1) To = 21 + 23
Zbg = 41?1 + 2%2 + 31‘3

a) Losen Sie (1) durch Entkopplung.

b) Fiir welche Anfangsbedingungen streben alle Losungen von (1) gegen Null?

Aufgabe 3
Gegeben ist die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators
(2) Z+022420lz=0
mit den Anfangsbedingungen 2(0) =1 und #(0) = 0.
a) Schreiben Sie (2) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) exakte Losung des Systems in a).

c) Approximieren Sie die Lésung aus b) mit der Methode von Euler, (Schrittweite A > 0).
Geben Sie die dafiir benétigte Rekursion an. Fiihren Sie einen Schritt aus.

bitte wenden



Aufgabe 4
Gegeben ist die Matrix A = 0 1
egeben ist die Matrix A = (|5 4

a) Bestimmen Sie ®(t) := e'4.

b) Losen Sie mit a) das AWP & = Az mit den AB z(0) =29 =7 ( (1) )

Aufgabe 5

Gegeben ist die Matrix

A=

SIS E V)
o OO
N O

a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.
b) Bestimmen Sie —in Abhingigkeit des Parameters a — zu jedem Eigenwert die zugehdrigen Eigenvektoren.

c) Fiir welche Werte von a ist die Matrix A diagonalisierbar? (mit Begriindung)

Aufgabe 6

Beziiglich der Standardbasis X ist der linearen Abbildung F : R? — R? die Matrix F =

w =
= N
N~

zugeordnet. Die Vektoren b; = ( _i) ) und by = ( 7? ) bilden eine neue Basis ¥,,c,, im R2.

a) Bestimmen Sie die Matrix T' der Koordinatentransformation 7 : ¥,.,, — X, und ihre Inverse 71
b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix Fj,c,, bzgl. 3,0

c) Ein Punkt P hat bzgl. ¥,,.,, die Koordinaten (1, 2): bestimmen Sie die Koordinaten von F(P) in der
neuen Basis X,,c,.

d) Bestimmen Sie die Koordinaten von P in der alten Basis ¥, und daraus die Koordinaten von F(P)
bzgl. .. Transformieren Sie die so erhaltenen Koordinaten von F(P) zu Koordinaten bzgl. ¥, und
vergleichen Sie das erhaltene Resultat mit demjenigen von c).



Losungen der zweiten DMa3 Klausur 14.02.06

Losung 1
1 -2 2
a) Hy = % —2 1 2 Hjy ist eine sogenannte Householdermatrix.
2 2 1

T

Hg:Hg, ng (13—2 Z#Z)(Ig—z pi ):Ig, also H?:l :Hg, det(Hg):—l.

ul -y

b) Hj ist eine Spiegelung an der Ebene E durch Null orthogonal zu w.

-1
C) Ypew : b1 = —1 |,by L by und b3 L by, by € E und b3 € F, fiir die Komponenten von by, k = 1,2
1
-1 1
muss also —z1 — x5 + x3 = 0 gelten: z.B. by = 1 und b3z = 0
0 1

in Xy, erhalten wir Hs =

S O =
o = O
= o O

Losung 2

a) EWP der System-Matrix A: pa(\) = —A3 + 602 + 15\ + 8,
EW, pa(A) =0, mit Horner: A\j 2 = —1, alg VF =2 und A3 =8, alg VF = 1.

besser: pa(A) = A+ 1) - {(B—=A)A—4)+20} = (A+1)- {=2\2+7TA+8} = A+ 1)2(8 — \)

1 0 1
E_y=span{| -2 |, | —2 |} geom VF =2und Eg = span{| % |}, geom VF =1, also
0 1 1

zp(t) = cre W 4 ey e @ 4 c3e80B3) ¢ €R, kE=1,2,3

1 0 2 o
b) (1 -2 + c2 -2 +c3 1 = I}
0 1 2 y

mit Gau55903:2a+ﬁ+27é0:>2a+6+2'y:0
ca=a=—-1(8+2y), ca =7, wobei 3, v € R.
Losung 3

0
—-2.01 0.

N —
N~

a) Substitution: y; = x und y2 = & und damit erhalten wir y = Ay, wobei A = (

b) EWP von 11-- >\ 2 — 0'1:|:]("'5 WO 6 f VU( ) < A ) v( ) ( )
somit

yn(t) =2e %1t (acos (V2t) — bsin(ﬂt))-( _0& )—2 e %1t (beos (v2t) + asin(\@t))-( \/g )

AB'<1>—2G-( 1)—21)-( 0):>{a = 2 und schliesslich
0 —0.1 V2 b= -2

yn(t) = e 011 (COS (V2t) + \2/705 sin(\/ﬁt)) : ( —O.} ) + e 011 (— sin (v/2t) + QLOQ cos (\/ﬁt))

c) Euler: yp41 =yr + h f(xk, yr), k=0,1,2,..., wobei hier f(x,y) := Ay, also

. 1 . 1 1 1
Yk+1 = Yk +h Ayg mit o = ( 0) somit: y; = < O>—|—hA < 0 > = ( —0.2h>



L6sung 4

[t

a) EWP von A: A\; =2 und A2 = —5 mit den zugehdrigen EV: v =y ; und v =g 5 )

also neue Basis: by = ( ; ) und by = ( _g_; ),T:(; _é ) und 7" = £ (g _1 )
1 1 e?* 0 L5 1
2 =5 0 e J7\2 -1

! ( 52t + 95t eZt_e—5t>

o(t)y=e=T-eP.T7"

7\ 10e* —10e75 2e2 + 575
es gilt: ®(0) = I, und ®(—t) = e~ = d7L(¢), d.h. ®(t) - &(—t) = I
o [ 1 —5t 1
b) z(t) = ®(t) - zp = 5e o | T2e _5
Losung 5

a) A1.2 = 6 ein doppelter EW und A3 = —2 ein einfacher EW

b) A3 = —2: EV v®) =y _%1 , geom VF(A3) = alg VF(A\3) =1
A2 =6 :
e a#0,nurein EV. xy =23 =0und 25 = p € R, also
o =y (1) , geom VF(\1 ) = 1 < alg VF(A\12) =2
0
e a = 0, zwei linear unabhangige EV, niamlich 1 = 23 und 2 = v € R, also
v =y (1) und v@ = (1) , geom VF(\y 2) = alg VF(A12) =2
1 0

c) A ist diagonalisierbar genau dann, falls geom VF = alg VF fiir jeden EW, d.h. fiir a = 0.

Losung 6

a)T:<_i’ _f>und:r1=<} g),det(T):l

11 —4
b) Frew =T 1FT = < 6 6 >

3 . 1
C) ]:(P) ngl Yneu: Yneu = Freuw * Tneuw = < 4 >x wobei e = ( 2 )
-1
d) ZTait = TTpeuw = < 1 >
F(P) bzgl. X¢: Yarr = Farr - Tarr = < 1 > wobei F;; = F

. 3 . .. .
Yait = TYnew, S0Mit Ynew = T o = ( 4 ) was mit dem Resultat von c) iibereinstimmt.



