Klassen Sl06ab, Ul06bc MNM — Schlusspriifung 11. Juni 2008

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

Aufgabe 1

Gegeben ist die Iteration
1

(1) Tyl = Tp — g(a:i—5)

a) Bestimmen Sie die Fixpunkte von (1). Welcher Fixpunkt ist attraktiv, welcher abstossend?

(mit Begriindung).
b) Sei xg = 2.1. Gegen welchen der beiden Fixpunkte strebt (1)?

c) Bestimmen Sie ¢ = |F'(x¢)|, wie gross ist ¢ wirklich?

Aufgabe 2
1 -2 1 1
Gegeben ist ein Gleichungssystem Az =bmit A=| —4 5 2 und b = 2
-4 7 4 3

a) Bestimmen Sie mit der relativen Kolonnen Maximumstrategie die LR— Zerlegung von A,
d.h. LR = PA.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus a) die Lésung von Az = b.

Aufgabe 3

2) Hia) = V10022 =1 a> —

10
Falls a — 1—10, so entsteht bei der numerischen Bestimmung von (2) Ausldschung.

a) Bestimmen Sie fiir diesen Grenzfall die Kondition von (2), d.h. lim £y (a).
10

b) Kdnnen Sie die Ausléschung in (2) vermeiden? (mit Begriindung)
c) Handelt es sich bei der folgenden Abbildung n;: R — R um eine Norm?
ni(z) = |z1] + =3, wobei z € R3

(mit Begriindung).

bitte wenden



Aufgabe 4

-5 -5
Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem Az = b mit der Matrix A = 102 103 ) und

der rechten Seite b = ( (1) ) Die exakte Losung ist z, = < _1 )

a) Bestimmen Sie die Kondition x(A) von A in der ||...||; — Norm.

b) Betrachten Sie nun fiir kleine positive ¢ die folgenden fehlerbehafteten rechten Seiten:

b1)61=(i> b2)52:(1$6>

und berechnen Sie mit Hilfe von A~! die entsprechenden Lésungen &, und Z.

c) Bestimmen Sie fiir die beiden Losungen aus b) die relativen Fehler |[621]|; und ||dZ2]l;.
Vergleichen Sie diese relativen Fehler mit der theoretisch hergeleiteten Abschitzung.

Interpretation?

Aufgabe 5

Betrachten Sie die Quadraturformel

>

2
(3) Q=> wpf(&) mit & =0,

k=0

—, h.
27

im Intervall [0, h].

a) Bestimmen Sie die Gewichte wy in (3) so, dass alle Polynome bis und mit Grad 2 exakt integriert
werden.

b) Setzen Sie in (3) speziell h =1, um
b
1= [ f@ .

mit Hilfe von (3) numerisch zu integrieren. Dabei sind a =0, b = 7 und f(x) = sin ().

Welchen absoluten bzw. relativen Fehler machen Sie dabei?

Aufgabe 6
Gegeben ist die nicht-lineare Gleichung
(4) 2r = 2°.
a) Bestimmen Sie die Lésungen von (4) durch Erraten.
Tipp: Skizzieren Sie sowohl die linke als auch die rechte Seite von (4) im selben Koordinatensystem.

b) Mit der Regula falsi soll nun (4) numerisch gelést werden. Formen Sie (4) entsprechend um, und geben
Sie fiir jede Nullstelle ein geeignetes Startintervall an.

c) Der Studentin C ist die Regula falsi zu langsam. Sie will (4) mit dem Verfahren von Newton |sen.
Wie lautet die dazu nétige Rekursionsformel? Sie startet mit 2o = 3. Ist die Konvergenzbedingung fiir
diesen Startwert erfiillt? (mit Begriindung)



MNM Losungen Schlusspriifung 11.06.08

Losung 1
Flz)y=a—%@*-5)mitF/(z)=1- 2z

a) s1 =+vbund sy = —/5: F'(s1) =1— % V5 < 1lund F'(sy) =1+ % V5 > 1, also sy ist attraktiv und
So ist abstossend.

b) gegen s1, da xp >0, 1 >0, ... und sy attraktiv!

Losung 2
01 0/&% 5 2
Gauss-Algorithmus, Endschema: | 0 0 1| 1 @ 2
100l t %O
a)
1 00 5 2 010
L= 1 10 R= 0 @ 2 Pr=[0 0 1
1 3
-1 -3 0 0 @ 1 0 0
2 2
b) erster Schritt: L¢ = Pb, wobei Pb=| 3 | = c=[ 1
i i
_1
1
zweiter Schritt: Rx = ¢ = z = 0 )
2
Losung 3
a)
100a 100a? 100a?
H(d)= —— = = d —
W= A= @ ‘100&—1‘ 002 —1 ““” 10

= lim km(a) = oo, da der Z3hler gegen Eins und der Nenner gleichzeitig gegen Null geht! D.h. die
a— 15
Kondition des Problems (2) ist extrem schlecht.

b) Die Ausléschung kann nicht vermieden werden! (da die Kondition schlecht ist)

0
c) Nein, denn ny(z) = 0 fiir alle Vektoren z = [ 22 |, 22 € R, d.h. bereits (V1) ist verletzt.
0



L6sung 4
3 —107°
-1 _ 100
AT =10 ( -2 107° >
a) Spaltenmaximum: ||A|; =3+ 107° und ||A~!||; =5 -10° und damit xk(A) = 15-10° +5

. _ 5
b) bl) 551:A_1b1=< 1t§§185>:$1+Aff1:( )+€105< )
-1
1

b2)9%2:A_1132=(1+5)<_1):m2+Ax2:(_}>+5( )

2
c) |lzlls = > |xk|, Summe der Betrige.

k=1
7 Ab 7 0 €
5210%, und [|0by [y = 5%l =&, da by = by + Aby = < . ) i ( : >

. x - 0 0
6@s]ly = 1222l = ¢, und ||obs ||y = 1521 = &, da by = by + Aby = ( . ) + ( . )

[EA]

|Az |
[

611 = !

theoretische Schranke: ||021 |1 < x(A) - ||6by|1 ist realistisch, sie wird angenommen, da der relative

Fehler von #; von O(10%).
022l < K( ) ||0b2||1 hingegen ist zu pessimistisch, der relative Fehler von i ist gleich gross wie

derjenige von bo!

Losung 5
a) zu Isendes Gleichungssystem:
wo + w1 + Wo = h
2
(5) L”lU1 + hwy = b
2 2 %
T’U)l + h wao = 3

Lésung von (5): wg = wq = % und w; = 6 , mit dem Gauss-Algorithmus (ein Schritt und Riickwart-
seinsetzen).

b) [0,1] — [0, 5], wobei x = z(§) = m&{ +q. Hierz = 5 -, 0< < 1.
I:f?sin(x)dsz:g.%-(sjn(0)+4 sm( )—l—sm(2)):17r—2(2\/§+1)z1.0023.
0

Fehler: absoluter Fehler AT = |Q — I| = |75 (2v2+ 1) — 1| ~ 0.0023 und

relativer Fehler 61 = = AI, da I = 1. Relativer Fehler in Prozenten: 0.228%!!

Losung 6
a) s1 =1und sy =2

b) f(z)=2* — 2z, also z.B.
e fiir s1: [a1,b1] = [0.5,1.5], da f(0.5) = v2—1>0und f(1.5) =2v2-3 <0
o fiir sy: [ag, bo] = [1.5,2.5], da f(1.5) =2v/2 -3 <0 und f(2.5) =4v2-5>0

c) Newton:
flxr) 2%k — 2y,
$k+1:xk_f,<(xk)Zl‘k—ln2'2mk2 k=0,1,2,...
L@ @) | @ =22 2|
' (In2- 27 — 2)2
. 7 _ 16:(n2)? _ 4(n2)? _ 1 1
L ausgewertet fiir zop = 3: L = 4(411(12_)1)2 = (411(12_)1)2 =i a5y <1



