Klasse WI06a MLAN4 — Schlusspriifung 16. Juni 2008

Name:

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differentialgleichung

(1) y'(z) = Vy(z) mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.
a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (1).

b) Losen Sie (1) numerisch mit “Euler explizit”. Wahlen Sie h = 0.1 und fiihren Sie so viele Schritte durch,
bis Sie bei z = 1 angelangt sind.

c) Konnen Sie sich das Verhalten von Euler in b) erklaren?

Aufgabe 2
Gegeben ist die Differentialgleichung
(2) —y"(z) + 400y(z) = g(x) mit den Anfangsbedingungen y(0) = a, ¥'(0) = f3.

a) Schreiben Sie (2) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Bestimmen Sie die Jacobi—
Matrix, sowie die Steifigkeit des Systems.

b) Wie muss die Schrittweite i gewahlt werden, damit das System in a) mit “Euler explizit” numerisch
stabil gelost wird.

c) Das System in a) soll mit Heun der Fehlerordnung p = 2 numerisch 3— stellig korrekt geldst werden.
Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang héchstens sein und wie lange muss diese Schrittweite
verwendet werden?

Aufgabe 3

Gegeben ist die Differentialgleichung

(3) yt) =1t-y(t) mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.
a) Losen Sie (3) mit Hilfe einer Potenzreihe.

b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius p der Potenzreihe in a).

bitte wenden



Aufgabe 4

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

i(t) = 1.2x—a2? - -2 _ _ {x(o) - 08
4 . = z+0.2 mit den Anfangsbedingungen
o (G Z i EabecmEnESn { y0) = 1

a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J(x,y) von (4) und speziell J(x(0),y(0)).

b) Wie gross darf h am Anfang hochstens sein, damit (4) mit dem verbesserten Polygonzug numerisch
stabil gelost wird?

Aufgabe 5

Gegeben ist die Differentialgleichung

(5) gt) = —y(t)+t+1 mit der Anfangsbedingung y(0) = 1.
a) Bestimmen Sie die Lésung von (5).

b) Losen Sie (5) mit der Methode der Taylorreihe.

Kénnen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢; angeben?

Aufgabe 6

a) Wie lauten die Bedingungen fiir die drei Parameter a, ¢; und co des

2— stufigen Runge—Kutta Verfahrens

kv = flor,uw)
ky = f(xr + ah,yy + ahky)
Yksr = Yk +h{ciky + coka}

damit es maximale Fehlerordnung hat?
b) Erkléren sie, dass die Fehlerordnung p héchstens 2 ist.

c) Als Spezialfille sind sowohl die Methode von Heun, als auch die verbesserte Polygonzugmethode abzu-
leiten.
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Losung 1
(1) ist eine homogene separierbare Differentialgleichung:
2 2
a) yn(z) =G +c=ylx) =%

b) Euler explizit: yp11 = yx + hf(x,y); hierist f(x,y) = \/y und y(0) = yo = 0.
Alsoy; =yo+h-0=0und yg+1 =yx +h-0=0 fiir alle £ € N.

c) Mit der AB yo = 0 werden alle y, = 0, da f unabhingig von z.

Losung 2

a) Substitution: z; =y und 22 =y = 2/ = Az + b(x),

. 0 1 0
wobei A = ( 400 0 ) =J und b(z) = ( () >
EW von A: A\j 5 = 20 = S(t) = 1 = konstant.

b) Euler explizit: nur die negativen EW sind kritisch, also —2 < hA <0 = 0< h < %

c) Heun: auch hier sind nur die negativen A kritisch: R(hA) =1+ (hA) + (h2)\1)2

= (hg‘!)s < 5-10~% und somit h < ? -1072.

Dieses h muss solange verwendet werden bis e720* < 5.107* = z > — 55 -In(5-107%)

Losung 3

Ansatz: y(t) = Y aptt = y(t) = kajth—1

k=0 k=1

[&.°]

a) in (3) einsetzen und Koeffizientenvergleich, AB: ag = 1.

a1 + 2ast + 3a3t2 + 4a4t3 +...= t(ao +ait + a2t2 + a3t3 + .. )
to Looap =0
th. 2 = = _ !
: as = ag = as = —qap RCTRET
t2: 3as =a1 = ag =0
1 1
tS : 4 = = = — —_
= = = 2.4 22 9l
tt Sas =a3 = as =0
1 1
. 6 = = = -
a6 a a6 2.4.6% 23 . 3!
allgemein: agr+1 = 0 und agx = ﬁ k=0,1,2,...
b)
: azk 2Rl (k1)
=1 =lim ——— = 1lim 2-(k+1) =
P | | T A T i 2 (kD) =0




L6sung 4
a)

1.2 — 2z — 224 ——z —0.6 —0.8
o= (PTELEE ) e - (05 03
(@+0.2)2 (z+0.2) ’ '

b) EW von J(z(0),y(0)): Det(J(z(0),y(0)) — Al2) = A* + 0.4\ + 0.12 20 A= — ij%.
Die EW sind konjugiert komplex, fiir die Stabilitdt ist der negative Realteil relevant
(denn M2t = g5t {cos (%t) £ jsin (%t” muss numerisch nachgebildet werden kénnen), also

—2 < h-Re(A12) < 0 fiir Re(M\12) = f%, d.h. der verbesserte Polygonzug ist numerisch stabil, falls
0 < h < 10.

Losung 5
(5) ist inhomogen und separierbar, also y,(t) = yn(t) + yp(t)
a) yn(t) = Ce™*, C € R. y, mit Variation der Konstanten oder
einem Ansatz aus dem Papula: y,(t) = cit + ¢, da die Anregung linear in ¢.
in (5) einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert ¢; =1 und ¢y = 0 und
somit: y,(t) = Ce~" + t. Mit der AB: C =1 und schliesslich y(t) = e~ +1¢
b) Methode der Taylorreihe im allgemeinen N3herungspunkt (tx, yi):
y(t) = yp +cr(t —t) + calt — ti)* +es(t — ) + . ..
t =ty + h, also h = (¢t — tx) und damit

(6) y(ty +h) = yp +ecrh+coh® +csh® +egh* + ...
(7) gtk +h) = c1+ 2coh 4 3c3h® 4 degh® + ...
einsetzen in (5) und Koeffizientenvergleich:
c1 +2coh 4+ 3c3h® 4 4eqh® 4+ ... = —(yp + cth + coh® + esh®> +euh* +..) + (te + h) + 1
R e = —yr +tr +1 Euler explizit
1 1 1 1
Rl: 2 = — 1 S - = . — —t
“ at @ 21ty PTRATRG
1 1 1
h?: 3ep =—C = C3 = —5C2 = —gyk + itk
1 1 1
3. _ - —
h: 4dey = —c3 = C4 = 403 = Yk 4!tk
1 1 1
tiobes = -—c =0 =—za = Ukt gt
1 1 1
5. _ - _ = — . —
h°: 6cg = —cs == c5 = 605 = G!Z/k- 6'tk
und damit
h2 h3 h4 h2 h3 h4
(8) yk+1 = yk<1—h+2'—3'+4'—+>+tk(h—2'+3'—4'—+>+h

(9) = e My +tp(—e "+ 1)+ h



Losung 6

In der Theorie wurde fiir ein 3— stufiges Verfahren
9 1
(10) dk+1 = hf (]. —C1 — C2 — 63) + h*F 5 — a2C2 — a3C3
1 1 1 1
—|—h3 {ny <6 — 0203632> + G <6 — 50,%62 — 20,%03)} + O(h4)

hergeleitet.

a) Bei einem 2— stufigen Verfahren haben wir nur as # 0, a3 = 0, weiter ist c3 = 0, also muss gelten:
(11) = 0+

= Q202

N =

(12)

b) Mit diesen Bedingungen kann der Koeffizient von h3 in (10) nicht auch noch gleichzeitig zu Null
gemacht werden!

c) ag=aund bo; = a
0

Heun:a=1= c¢; =c; = 3, also 1

= =
=

= O

verbesserter Polygonzug: a = % = co =1 und ¢; =0 also

O [l
—



