Klasse WI06a MLAN4 erster Test 31. Marz 2008

Name:

Dgl

Dgl-Systeme
Potenzreihen
Numerische Verfahren

Aufgabe 1
Gegeben ist die Differentialgleichung des gedampften harmonischen Oszillators
(1) 24042+ 2.04r =0
mit den Anfangsbedingungen x(0) = 0 und #(0) = 1.
a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
b) exakte Losung des Systems in a).

c) Approximieren Sie die Lésung aus b) mit der Methode von Euler, (Schrittweite i > 0).
Geben Sie die dafiir benétigte Rekursion an. Fiihren Sie den ersten Schritt aus.

Aufgabe 2

Gegeben ist die Differentialgleichung

(2) 1+t)t—ax=0 mit z(0) =1
a) Losen Sie (2) mit Hilfe einer Potenzreihe.

b) Die Lésung von (2) soll mit der Trapezmethode numerisch approximiert werden. Fiihren Sie dazu den
ersten Schritt von to = 0 nach ¢t; = A durch.

Aufgabe 3

Gegeben ist ein Differentialgleichungssystem & = Ax, wobei

0 0 1 1
(3) A= 0 -1 0 z(0)=1| 3
-4 0 -2 1

a) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung z,(t) von (3).
b) Bestimmen Sie diejenige Lésung x(t), fiir die die gegebene Anfangsbedingung erfiillt ist.

c) Wie muss die AB z(0) gewihlt werden, damit die Ldsung x(t) fiir ¢ — oo beschrankt bleibt.



WI106a MLAN4 Lésungen erster Test 31.03.08

Losung 1

a) Substitution: y; = x und yo = & und damit erhalten wir § = Ay, wobei A = < _9 02 —0411 )

b) EWP von A: Ao = —0.2 % jws, wobei ws = V2 mit den EV vV = < /\1 > und v2) = ( )\1 ) und
1 2

somit

yn(t) = 2e7%2¢ (acos (V2t) — bsin(\@t))-( —Oé )—2 e 92t (beos (vV2t) + asin(ﬂt))-( \/g )

AB: ( (1) ) =20 ( —0.; ) —2b- ( \/g ) = { Z z 70@ und schliesslich
e G amigm) (o3 ) v (5 ) (2

c) Euler: yp11 =yr + h f(ag, yr), K =0,1,2,..., wobei hier f(z,y) := Ay, also

. 0 . 0 0 h
Ykt1 =Yr +h Ay,  mit y0=<1> somit: y1=(1 )+hA ( 1):<1—0.4h>

Losung 2
o0
a) z(t) = Y aptt =ap+art +ast® + ...
k=0

2(t) = kaptt ' =a; +2ast+3azt? +...
k=1

einsetzen in die gegebene Dgl:

(1+1t) (a1 +2ast+3azt®> +..)=al(ag +art+agt®> +...)

AB:z(0)=1 = ap=1

Koeffizientenvergleich nach Potenzen in ¢:

(4) t0 ay =aag ay = %
-1
(5) th: a1 +2a9 = aaq ag = a((; 1 )
2 B ~_a(la—1)(a—2)
(6) e 2a0 + 3a3= aas as——3.2'1
ala—1)(a—2)(a—3
(7) tgl 3(13 +4a4: aas ay = ( 4)(3 ] 2)1( )
(8)
allgemein:

ala—1)...(a—k+1)
k-(k—1)...1

9) ap =



b) iza%ﬂx

h h
Integration iiber ¢: [ &(¢)dt = af Te(t)dt = x(h) — 2(0) = a [ Zha(t)dt
0 0

Approximation des Integrals durch die Trapezsumme: z(h) ~

z(h){1 - a%p%h} =(1+ a%)x(O)

— a(h) = S5 1 (0)

Losung 3

a) EWP von A: A\ = =1 und A3 = -1 +45v3

0
zugehorige EV: v =4 [ 1 |,
0
1 1 0
v =y | 0| = pof 0 |+4 0 |} =pe{u®+jw®}
A2 -1 V3

also: (1) = cre~ () 4 2e_t{[a2 cos (v/3t) — by sin (v/3t)]u® — [ag sin (v/3t) + by cos (v/3t)]w}
b) Cc1 —

3. a2 =73 und by = —J= 5 und damit

1 ' 9 0
( ) e H{[cos (V3t)+ \[sm (vV/3t)] ( _(1) )[sm (\/gt)fﬁ cos (V/3t)] ( \95 )}

l\D\H

5_’,
/
=2 ™R

) ist frei wahlbar, da alle Realteile der Eigenwerte negativ sind!



Losung 4
a)

. e | L1 T2 T3 T4 s
b) Schema nach einem Schritt: @ 2 3 4 5
Losung 5
a)
aq as a3 ayg |1
@ o 1 010
- @® a1 oo
b) Endschema: . -110

Losung 6




Losung 7

a)
b)
c)
X y z 1
Mit dem Gauss-Algorithmus: Endschema: @ Cg) é 8
0

d.h. der Rang r = 3, d.h. die drei Vektoren sind linear unabhingig.

Losung 8
Gauss-Algorithmus
1 T2 T3 1
2 4
Schema nach einem Schritten: U ¢ 0
) -2 4 3
4-¢  _2¢ | 1-2a

T T2 3 1
2
Schema nach zwei Schritten: @ 4 2 g
8 —2a — a? 7—2a—%a2
a)
b)
c)
d)
Losung 9
a) Feg, dh. F(-34+pu,—3+7u,1+3u) und damit FA=| 6—Tu a-FA=0=p
4—3u
_ N 2 4
und damit F(—2,4,4). Also g’ : 7=0A+uFA=| 3 | +p| -1
5 1

b) 04" = 0A + 2AF — A'(~6,5,3)

Losung 10



0 0 1 @ 2 1
Gauss-Algorithmus, Endschema: |1 0 0| -1 @ 6
01 0/0 -2 (&
X1 To I3 XTq 1
@ o 1 202
Endschema: . @ -2 3 1-1
6|5
2




