Klasse WI07b MLAN1/2 Assessment 19. August 2008

Inhalte:

Matrizenrechnung, Bsp Chablis
Gauss-Algorithmus — Determinante:

Parameterabh Glgsyst, vollstandige Diskussion

LR Zerlegung

Aufwand

rref ref

Kondition eines Problems eines Glgsyst Ax = b
Geometrie Vektoren, 3d in einem Wiirfel

Ebenen — Geraden schneiden

Abstande: orthogonale Transversale

Winkel — Skalarprodukt

Projektion - Gram-Schmidt

Trigo:

trigonometrische Gleichungen — Zeiger — Harmonische Schwingungen
Komplexe Zahlen C

Skalarprodukt — Vektorprodukt

nicht-lineare Gleichungen — numerische Integration

Aufgabe 1 Vektorgeometrie

Ein regulidres Tetraeder hat die Ecken A, B, C und D. Bekannt sind die Koordinaten der Eckpunkte A(11,2,6)
und B(14, 14, 3) sowie des Punktes Q(6,12,5), der auf der Kante BC liegt.

A(11,2,6) B(14, 14, 3) Q(6,12,5)

Bestimmen Sie die Koordinaten der oberhalb der Ebene z = 0 liegenden Ecke D.

Aufgabe 2 Vektorgeometrie

a) Von einem ebenen Viereck ABCD sind die Ecken A(6,4,6), B(—2,2,2) und C(4,—1,2) gegeben.
Bestimmen Sie die fehlende Koordinate xp von D(xp,1,5).

3 6
b) Gegeben sind die Vektoren 3= [ 5 | und b= y
z —4

Gesucht sind y und z so, dass @ und b ein Quadrat aufspannen.

Aufgabe 3 Vektorgeometrie

Gegeben sind zwei windschiefe Geraden

4 4 3 2
g: = 8 e ! und h:r=1 4 | +v 1
10 4 2 -2

sowie ein Punkt S(—9,9,0) im Grundriss.
Gesucht ist eine Lichtrichtung so, dass sich die Schatten der Geraden g und h auf der Grundrissebene im
Punkt S schneiden.



Aufgabe 4 Determinanten
a) Bestimmen Sie die Determinante von

cos (2¢)
1
0
0

b) Fiir welche Werte von ¢ ist Determinante von A gleich Null?
Tipp: cos? () = 1 (cos (2¢) + 1)

Aufgabe 5 Determinanten
a) Bestimmen Sie folgende Determinante
1+cos(a) 1+sin(«)

1
1—sin(a) 14sin(a) 1
1 1 1

b) Fiir welche Werte von A hat das Gleichungssystem (1) nicht—triviale Lésungen?

(1) ()\ — 3)1‘1 + To = 0
€1 + (/\ — 3)1‘2 = 0
Aufgabe 6 Trigonometrie
a) Vereinfachen Sie
) 2-tan (%) i) sin (2z) - (1 — cos (22))
1+ tan? (§) cos (4x) — cos? (2x)

b) Losen Sie die folgende Gleichung:

i) sin(2a) - (2sin®(a) — cos(2a)) = 0.

1 — cos (z) —sin (%)

i) (2] 1 =V2 0<z<2r
i) sin(2z) —cos(z) = tanl(x) alle

Aufgabe 7

-5 -5
Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem Az = b mit der Matrix A = ( 102 103 ) und

der rechten Seite b = ( (1) ) Die exakte Losung ist z, = < _1 )

a) Bestimmen Sie die Kondition x(A) von A in der ||...||; — Norm.



b) Betrachten Sie nun fiir kleine positive € die folgenden rechten Seiten:

bl)Bl(i) bz)BQ(lig)

und berechnen Sie die entsprechenden Lésungen &1 und Zs.

c) Bestimmen Sie fiir die beiden Lésungen aus b) die relativen Fehler ||621||; und ||dZ2]|;.

Vergleichen Sie diese relativen Fehler mit der theoretisch hergeleiteten Abschdtzung. Interpretation?

Aufgabe 8 Aitken, Steffensen

Gegeben ist die Gleichung

(2) 22 +3x—-4=0
a) Bestimmen Sie die Ldsungen von (2).

b) (2) wird nun mit der gewdhnlichen Iteration numerisch geldst. Dabei soll die betragsmissig kleinere
Nullstelle s; von (2) ein attraktiver Fixpunkt der Iteration sein. Startwert zy = 2.
Bestimmen Sie g &~ |F’(x¢)|, wie gross ist ¢ wirklich?

c) Berechnen Sie ausgehend von xg = 2 die Werte 1, 22 und x3 sowie die Werte z{, und =} nach dem
Aitken'schen A%— Verfahren.

Bestimmen Sie damit den N&herungswert

I’/l — 81
QAitken = | —;
Ty — S1
Aufgabe 9 komplexe Zahlen C
Gesucht sind Real-und Imaginérteil von:
1—5 1+3j 14+5)(1-25)3+75
2) e ) 14 b) = L) (L J)(fzj)
142 1-2j (4—57) (1 + 35)
Aufgabe 10 komplexe Zahlen C
Wie lauten die Losungen folgender Gleichungen:
A)(1-7)22+(1+j)z—2+j=0 b) (1+4) 2%+ (—2+4j) 2 — (T+9j)2=0

Aufgabe 11 komplexe Zahlen C

Gegeben ist zg = —3 — j.
Gesucht sind alle Punkte in der komplexen Ebene, die gleichzeitig

(3) |z—z| = 5
(4) Re(z)+Im(z) = 1

erfiillen. Stellen Sie zudem (3) und (4) in der Gauss'schen Ebene graphisch dar.



Aufgabe 12 Rang, Matrizenrechnung

a) Berechnen Sie fiir beliebige Skalare a, b und ¢ € R die reellen Nullstellen der Funktion

d(~) = Det 2 33—y

b) Gegeben sind die Matrizen

a=(G ) we m=(1 U5)

Gesucht sind = und y so, dass die Matrixgleichung
(A4 B)? = A? 4 B?

erfullt ist.

Aufgabe 13 harmonische Schwingungen Zeiger

a) Gegeben sind die beiden harmonsichen Schwingungen

2sin (wt + z)

(5) y1 = fi(t) 6

(6) y2 = fa(t)

I

|
W
2]

B
N
&
&

I
\
N———

Bestimmen Sie mit Hilfe des Zeigerdiagramms fiir t = 0 die Amplitude A und die Phase ¢ der Uberla-
gerung y = y1 + y2 = f(t) = Asin (wt + ¢).
(graphische Darstellung: Einheiten auf beiden Achsen 4 Hiuschen)

b)

c) Stellen Sie die Lésungen von 25 + 645 = 0 in der komplexen Ebene als Zeiger graphisch dar.

(graphische Darstellung: Einheiten auf beiden Achsen 4 Hiuschen)



Aufgabe 14 Diskussion der Lésungen

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem

(7) Cx=1b
mit

C

I
w
\
—
ot
o
I
NS

a) Wann hat (7) genau eine Lésung?
b) Wann hat (7) co— viele Lésungen, mit wievielen freien Parametern?

c) Wann hat (7) keine Lsung?

Geben Sie in den Féllen a) und b) die Lésungen an.

d) Geometrische Interpretation von a) - c).

Aufgabe 15 Diskussion der Lésungen

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem

(8) Az =b
mit
a 1 0 -1
A= 1 0 1 b= —a
2 1 1 -2

a) Wann hat (8) genau eine Lésung?
b) Wann hat (8) co— viele Lésungen, mit wievielen freien Parametern?
c) Wann hat (8) keine Losung?

Geben Sie in den Fillen a) und b) die Lésungen an.

d) Geometrische Interpretation von a) - c).



weitere Aufgaben
Aufgabe 16

Aufgabe 17

a) Gegeben ist die Matrix

2 0 0 0 00
0 0 0 1 01
W=1]0 -2 0 0 01
0 02 -1 00
0 0 0 0 2 1

Fassen Sie die obige Matrix als Tableau eines linearen Gleichungssystems Ax = b auf, das fiir die eine
rechte Seite b gelost wurde, und beantworten Sie die folgenden Fragen:

e Ist das gegebene Tableaux in Zeilenstufenform ref oder gar in reduzierter Zeilenstufenform rref?
Geben Sie die jeweilige Form an.
e Wie gross ist der Rang der entsprechenden System-Matrix?

e Geben Sie die Losungsmenge an.

b) Gegeben seien die Vektoren

1 1 0 1
1 0 -1 -5
I 2 — — —
“=1 0 b=1 €= 1 d=1 g4
1 1
2 1 1 3

Bestimmen Sie d3 so, dass diese Vektoren linear abhangig werden.
Aufgabe 18

Im Wiirfel ABCDEFGH ist J der Mittelpunkt von HE. J wird mit einem Punkt K der Kdrperdiagonalen
AG verbunden, wobei AK = %AG. Die Gerade g = g(J, K) schneidet die Ebene ABC'D in L.

Schreiben Sie% als Linearkombination von /@ und 1@
Lés: AL=1AB+ LA

Aufgabe 19

Gegeben sind die Matrizen

1 3 0 4 2 1 0 0 00 0 1
0 0 1 0 0 0100 010
U=10000 6 und V=190 010010
00 0 1 0 0O 00 0 0 01
ein weiteres Beispiel
2 0 0 0 0 O
o 0 0 1 0 1
W=10 -2 0 0 0 1
0O 0 2 -1 0 O
0O 0 0 0 2 1

a) Fassen Sie jede der obigen Matrizen als Tableau eines linearen Gleichungssystems Az = b auf, das fiir
die eine rechte Seite b gelost wurde, und beantworten Sie die folgenden Fragen:



e Welches der Tableaus weist Zeilenstufenform ref oder gar reduzierte Zeilenstufenform rref auf?
Geben Sie die jeweiligen Formen an.

e Wie gross ist der Rang der entsprechenden System-Matrix?

e Welche der Lésungsmengen sind leer?

b) Fassen Sie nun jede der obigen Matrizen als Tableau zweier linearer Gleichungssysteme Az = by mit
zwei rechten Seiten by und by auf. Diese beiden Gleichungssysteme wurden simultan gelost. Beantworten
Sie die gleichen Fragen wie unter a).

Aufgabe 20

Gegeben seien die Vektoren

1 1 0 1
i 0 ~1 -5
— 2 — — —
@10 =1 2 =1 =1 4
1 1
2 5 5 6
Bestimmen Sie d3 so, dass diese Vektoren linear abhangig werden.
Aufgabe 21 LR - Zerlegung, Diagonal-Strategie
-2 1 0o 0 O 0
1 -2 1 0 0 1
A= 0 1 -2 1 0 b=10
0 o0 1 -2 1 0
0o 0 o0 1 -2 0

a) Bestimmen Sie die LR—Zerlegung von A mit dem Gauss-Algorithmus, ohne Permutationen.
(entstehende Briiche vollstandig gekiirzt)

b) Losen Sie mit Hilfe dieser Zerlegung das lineare Gleichungssystem Az = b.

Aufgabe 22

Seien L = eine untere n x n— Dreiecksmatrix, d.h. [;; = 0, falls ¢ < j und
R = eine obere n x n— Dreiecksmatrix, d.h. r;; = 0, falls ¢ > j.

a) Was ensteht bei der Multiplikation L - R, wieviele Elemente sind von Null verschieden?

b) Bestimmen Sie den Rechenaufwand ( = Anzahl Multiplikationen) bei der Multiplikation in a)



MLAN1/2 Lésungen Assessment 21.08.07

a)

b)
Losung 2
a) i)
i)

b)
Losung 3

3 —107°
-1 _ 5
AT =10 (—2 10—5>

a) Spaltenmaximum: ||A]|; =3 +107° und ||[A~!||; =5 10° und damit x(A4) =9-10° + 3

b)

o) 5= = (G ) mean= () e ()
-1
1

b2)£2=A_1132:(1+5)<1):x2+Ax2=< })—i—a( )

2
o) llz|li = > |zk|, Summe der Betrige.
k=1

~ T, 7 1 7 O
16211 = 122l = 5.210%, und [|6by 1 = Lgil =&, da by = by + Aby = ( . ) + ( g )

llzl

- 0 0
||(51‘2||1 H” g, und H5b2||1 - 2”“ =g, da bg = b2—|—Ab2 = ( 1 ) + ( . )

||0b1]|1 ist realistisch, sie wird angenommen, da der relative

theoretische Schranke: ||021|]1 < x(A) -
Fehler von &7 von O(10%).
[022][1 < (A) - ||0b2||1 hingegen ist zu pessimistisch, der relative Fehler von & ist gleich gross wie

derjenige von by!

L6sung 4

a)
b)



Losung 5
a)

b) Determinante von A # 0:

Losung 6

a)
b)

Losung 7

Gauss-Algorithmus
Schema nach einem Schritt (Spalten vertauschen!):

i) I T3 1
@ —a a—1 0
. —ala+1) ala+2)|0
. a 0
0
a) Drei Pivots verschieden Null, d.h. fiir a # 0 und a # —1. Lésung 2 = [ 0 ], (8) hat nur die triviale
0

Loésung (drei Ebenen, die sich im Ursprung schneiden).

b) e o =0:, r =1 zwei freie Parameter:

X9 X1 T3 1
@D o -1]0
. 0 010
010
1 0
r1=pund x3=v, Lésungz=p| 0 | +v| -1 | p,veR
0 1

(drei zusammenfallende Ebenen, die durch den Ursprung gehen).

e a%20unda = —1: r =2, ein freier Parameter:

- O
O O Ol

0
1
xy=p, Lésungz=p| 1 |, peR
0

(drei Ebenen, die sich in einer Ursprungsgeraden schneiden).

c) Nicht méglich, (8) hat mindestens eine Lésung, cf. a) und b).



Losung 8
a) (z—1)(z+4)=0= sy =1und s, = —4.

b) s1 =1 soll attraktiver Fixpunkt sein. x341 = F(x)), wobei F(x) = —
also ¢ ~ |F'(xq)| = 3 > 1 Der wirkliche Wert fiir ¢ ist: ¢ = [F'(s1)| = 2.

<)
4 20
1‘0:2 $1:F(330)=O $2=F($1):* $3:F(l‘2)=f
3 27
und damit
o @mem? 4 @mew? 12
0 0 xTo —2I1+I0 5 ! ! I3 —2I2—|—1‘1 13
und schliesslich "
= -1 5
GAitken ~ 143 =13
1] 13
Obwohl der Startwert xq schlecht ist, (da ¢ = |F’(zo)| > 1), ist dieser Ndherungswert fiir qaitken bereits
sehr gut und deutlich kleiner als q.
Losung 9
2) 70 = 2 (1-2j) b) L (56— 535)
Za = — — Zp = —— —
a 5 J b 205 ]
Losung 10
a)
—1—-j++/4-10y5
1.2 = -
2(1—=3)

b) 21 =0, 22 =2—jund 23 = -3 —2j

Losung 11
a) (3): (z+3)2 + (y + 1)? = 25 Kreis mit Mittelpunkt M (-3, —1) und Radius r = 5.
b) (4): x +y = 1, Gerade durch die Punkte (0,1) und (1,0)

(3) und (4) gleichzeitig: Schnittpunkte von Kreis und Gerade, also P;(2,—1) und Py(—3,4)



alte L6ésungen

Losung 12

w
= =N
o ol

2
a) Mit dem Gauss-Algorithmus: Endschema: @
O

® o

. 1 1 " 0 -
by = — 0 bo=11 bs =
V2 \ g 0
Losung 13
a) i)
ii)
b)
Losung 14
Gauss-Algorithmus
1 i) I3 1
2
Schema nach einem Schritten: U “ 0
) -2 4 3
4-¢ 20| 1-2a

T T2 T3 1
2
Schema nach zwei Schritten: U “ 6 4
@) 4 3
8—2a—a? | 7—2a—2a?
a)
b)
c)
d)
Losung 15
a) Feg, dh. F(-34+pu,—3+7u,1+3u) und damit FA=| 6—Tu
4—3u

und damit F(—2,4,4). Also g’ : 7=0A+puFA=| 3 | +pu



b) 04" = 0A + 2AF — A'(~6,5,3)

Losung 16
0 0 1]CD -2 1
Gauss-Algorithmus, Endschema: |1 0 0| -1 @ 6
01 0 -2 &
a)
0 0 D o o 00 1
L= -1 10 R= 0 ® o Pp=[100
31 0 o0 & 010
0 0
b) erster Schritt: Lec = Pb, wobei Pb = 0 = c= 0
27 27
7
zweiter Schritt: Re=x == | 6
5
Losung 17
—
a) g: T=0Py + pd
3 -3 0
By: F=0A+ad+pAB= 2 |+a| 1 |+8| -1 | und damit
-3 2 2
Ey: 4z +6y+32=15
b) V = %G: Schnittpunkte der Ebene E; mit den Koordinatenachsen und z = —3 liefert die Punkte

(0,0,-3), (0,0,5), (6,0,—-3), (0,4, —3) und somit h = 8 und G = 12 woraus V' = 32 resultiert.

Losung 18
x Y z 1 —-38 13
Endschema: @O o -13]-38 alsog:7=1| =19 | +pu 7T J.peR
-7 1-19 0 1




alte Losungen

Losung 19
a)
1 x2 w3 w4 | 1
Q) 0 1 2] 2
b) Endschema:| . @ 2 3 |-1
@ 6|5
. . 2

Das Glgsyst hat keine Losung, da 7 = 3 und die letzte Zeile 0 = 2 ein Widerspruch darstellt!

Losung 20
bir bz bar by | 1
@) -1 1 0 -3
Endschema: . @ 0 1 12

1|5
@ | -6

also b22 = —3, b21 = 8, b12 =3 und b11 =—4

B ( —4 _g ) das gegebene Problem hat genau eine Lésung.

Losung 21
X y z 1
1@ 3 1 1
Endschema: _ @ (2t —1) 1
(1—-6t)(1—2t) | 3(1—2t)

a) t#%undt#%, Rang r =3

T —4 -3t
_ 1
Yy T—6t 2
z 3
b) t = %, letzte Zeile: 0 = 2 ist ein Widerspruch!
¢) t =3, Rang r =2, z = i = freier Parameter, y = —1 und = 2 — & und somit
T 2 —%
y | = -1 | +p- 0 |,peR
z 0 1
Losung 22
10 2k 0 okt 10 10 9
a) sa= ) (k > n) =Sk ECED o S S 4 Y K2 =20 (1417 4 10121 — 6050 + 385 =
-1 =1 k=1 k=1 k=1



N_1

N n—1 N N-1
b) sp = > ((a1)~ Zak> S@-1)=a- > a"ilfN:tI'aa_l - N

Losung 23

15 15 15
> =20 > 27=2 unddamit s=) (wx—80)=20-15-120 = —1780
=1 =1 k=1



Losung 24

N N N
SN:2.2{2n(2r2z+1) _n(n+1)}:S.anjLZn:N(NJrl)z

2
n=1 n=1 n=1
Losung 25
20 20 20
3 3 153
2 2
> ay=4 Z%‘:z —?,E:(xj—z»cjﬂ):—3~Z+6~4—3-20:—T
j=1 j=1 j=1

20 153
s:2~;xk—20-T:2~4—5-153:—757



