Klasse WI07a MLANS3 erster Test 17. Oktober 2008

Name:

Aufgabe 1

Betrachten Sie die Quadraturformel

>

2
(1) Q=2 wpf(&) mit & =0, 5, h.
k=0

5;
im Intervall [0, h].

a) Bestimmen Sie die Gewichte wy in (1) so, dass alle Polynome bis und mit Grad 2 exakt integriert
werden.

b) Beniitzen Sie (1), um
b
I:/f(x) dzx,

numerisch zu integrieren. Dabei sind a = —5, b = 0 und f(z) = cos ().

Welchen absoluten bzw. relativen Fehler machen Sie dabei?

Aufgabe 2
Gegeben ist das Integral:
3
(2) I:/(:v3f4:£+2)dx
21
a) Bestimmen Sie I numerisch mit der Methode von Simpson. Dabei soll das Intervall [—1, 3] in 2 gleich-

lange Teilintervalle der Lange 2 zerlegt werden.

b) Bestimmen Sie den exakten Wert von I und bestimmen Sie den absoluten Fehler, den Sie mit der
Methode in a) machen.

c) Kénnen Sie b) erkldren?

Aufgabe 3
a) Gegeben ist die Gleichung

(3) jz+ Re(l—2) = g

Bestimmen Sie die Lsung von (3) in kartesischer, sowie in Polarform.
b) Student Y behauptet, dass alle Matrizen der Form
A= ( ap ai+az )
as a1 — ag
einen Vektorraum V bilden. Hat er Recht? (mit Begriindung)

Wie gross ist die Dimension von V7 Haben Sie eine Vermutung?



WI07a MLAN3 Losungen erster Test 17.10.08

Losung 1

a) Zu lésendes Gleichungssystem:

Wo + w1 =+ w2 = h
2
(4) %’w1 4+  hwey = %
2 3
%wl — hQ’LUQ = %
Losung von (4): wy = wg = % und wy = %, mit dem Gauss-Algorithmus (ein Schritt und Riickwart-

seinsetzen).

b) [0,h] — [~%,0], wobei z = 2(§) =m{ +q. Hiero = 5 - £ -5, 0< ¢ < h.

0
Izifl cos(z)dr~ Q=7 % (cos(=%)+4-cos(—%) +cos(0) =5 (2v2+1).

Fehler: absoluter Fehler AT = |Q — I| = | % (2v2+ 1) — 1] und
relativer Fehler 61 = % = AI, da I = 1. Relativer Fehler in Prozenten: AT - 100%.

Losung 2
a) h=2:Simpson: I ~ 2 {f(—1) +4f(0) +2f(1) +4f(2) + f(3)} mit f(z) = 2° — 4z +2

f=1)=5 f0)=2 f(I)=-1 f(2)=2 fB3)=17 =1I~12

3
b) I = [ f(z)dx =12, der absolute Fehler ist Null! In a) haben wir den exakten Wert.
1

c) [I—S(h)| < %52h*- My, wobei M, = absolutes Maximum der 4—ten Ableitung von f, hier ist f*) =0

AcvVid= (@ mta ) pop p (b bhtb ) p
as a1 — ag b2 bl_b2

C:A+B=<Cl 01“2) cp=ap+b,k=12 = A+BeV
Cy C1 — Co

c1 c1+co
Ca C1 —C2

C’za-Az( ) ck=a-ar,k=1,2 —a-AcV

D.h. V ist ein Vektorraum, Student Y hat Recht.
dim(V) =2



Aufgabe 4 neu

Gegeben ist das Integral:

1
(5) I= /efx dx
1
I soll numerisch mit einer Obersumme bestimmt werden. Dabei soll das Intervall [—1, 1] in n gleichlange

Teilintervalle zerlegt werden.
a) Wie gross muss n mindesten sein, um I mit einem absoluten Fehler kleiner e =5 - 10~* zu berechnen?

b) Stundent X ist a) zu aufwendig. Er will (5) mit der Trapez—Methode numerisch bestimmen. Wie gross
muss n mindestens sein, damit die in a) gegebene Toleranz erfiillt wird?

d) Stundent Z ist auch b) zu aufwendig. Er will (5) mit der Methode von Simpson numerisch bestimmen.
Wie gross muss n mindestens sein, damit die in a) gegebene Toleranz erfiillt wird?

Aufgabe 5 alt

Gegeben ist v = €R®

U W N =

a) Bilden Sie A = v -vT. Wie gross ist der Rang von A?
b) U = {z € R?| Az = 0}.

Geben Sie eine Basis fiir U an, wie gross ist die Dimension von U?

Aufgabe 6 alt

a) Gegeben ist das Skalarprodukt
() (.9) = [ Fla) - g(a) da.

Bestimmen Sie den Winkel zwischen fo(z) = sin (2z) und gs(z) = cos (3z) bzgl. (6).

b) Wir betrachten den Vektorraum V = P5 ( = Polynome vom Grad < 5).
Gegeben ist U = span{1+z + 2%, 2% + 2,1 — 2? + 2® — 2%, 0 — 2% — 2! + 22°}.

Bestimmen Sie eine Basis von U, dim(U) =7

Aufgabe 7 alt
a) Wir betrachten den Vektorraum V = R3*3 der 3 x 3— Matrizen.

Sei U = {A € V‘ AT = —A}. Bildet die Teilmenge U einen Unterraum in V7?7

Falls ja, wie gross ist die Dimension von U?



1 0 0
b) Gegeben ist die Matrix A= 1 1 0
1 11

Die Spalten a*), k = 1,2,3, von A bilden eine Basis in R?.

Bestimmen Sie ausgehend von den a(*) mit dem Verfahren von Gram — Schmidt eine ortho — normierte
Basis von R?.



Losung 4
f ist monoton fallend, d.h. fiir die Obersumme muss am linken Rand der Teilintervalle ausgewertet werden.

a) A:z::% und zp = -1+ k- -Ax firk=1, 2, ..., also

n—1
0, = Azx- flag)
k=0
n—1 n—1
= Az e " = Ax g el =k
k=0 k=0
—1 _
2 3 —k-2 2 1—e 2
= —.e e n—= —.¢.
n n —en
k=0 L—e

. . . 2
geometrische Teilsumme mit g := e~ =

b) > b= f(b) - f(a)| = 2 -10* (£22)

L6ésung 5
1 2 3 4 5
2 4 6 8 10
a) A=| 3 6 9 12 15 |, Rang(4)=1
4 8 12 16 20
5 10 15 20 25

b) Schema nach einem Schritt: ©)

4 freie Parameter: x5 11 = pg, k= 1,...,4, alsospan(U) = {

SO O N
OO = O W
O = OO =
— O O O Ot

und damit dim(U) = 4.

Losung 6

a) sin (2z) - cos (3z) = § {sin (—x) + sin (5z)} = § {—sin (z) + sin (5z)} und damit:

uwm%w»—fuwm—;{mﬂm—;mﬂmﬁﬂ _0

—T

—T

d.h. f5 und g3 sind orthogonal.

a  ay oz ag |1

@ o 1 0|0

. -1 0|0

b) Endschema:| . . @ -11]0

Eine Basis ist z.B. p1(z) = 1+ + 2%, pa(x) = 22 + 2% und p3(z) =1 — 2% + 23 — 2°.



Losung 7
a) eSeienAcUundBeU: (A+B)T =AT+B"=-A-B=—-(A+B)= A+BecU
eseiacRundacU: (ad)l =aAT =a(—A) = —aAd = —(ad) = aAc U

0 a b
D.h. U ist ein URinV,dim(U)zS,daA:(—a 0 c)EU,a,b,ceR.
-b —c 0

1 -2 0
by bi= | 1 | b= L= | 1
1 1 1



Losung 8

a)
b)
c)
X y z 1
Mit dem Gauss-Algorithmus: Endschema: @ Cg) é 8
0

d.h. der Rang r = 3, d.h. die drei Vektoren sind linear unabhingig.

Losung 9
Gauss-Algorithmus
1 T2 T3 1
2 4
Schema nach einem Schritten: U ¢ 0
) -2 4 3
4-¢  _2¢ | 1-2a

T T2 3 1
2
Schema nach zwei Schritten: @ 4 2 g
8 —2a — a? 7—2a—%a2
a)
b)
c)
d)
Losung 10
a) Feg, dh. F(-34+pu,—3+7u,1+3u) und damit FA=| 6—Tu a-FA=0=p
4—3u
_ N 2 4
und damit F(—2,4,4). Also g’ : 7=0A+uFA=| 3 | +p| -1
5 1

b) 04" = 0A + 2AF — A'(~6,5,3)

Losung 11



0 0 1 @ 2 1
Gauss-Algorithmus, Endschema: |1 0 0| -1 @ 6
01 0/0 -2 (&
X1 To I3 XTq 1
@ o 1 202
Endschema: . @ -2 3 1-1
6|5
2




