Klassen SI07a, UlI07bc MNM — Schlusspriifung 10. Juni 2009

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

Aufgabe 1

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

(1) Az =b
i 021 0

mit A = 1 4 4 Jundb=| 4
3 10 6 6

a) Bestimmen Sie mit der relativen Kolonnen Maximumstrategie die LR— Zerlegung von A,
d.h. LR = PA.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus a) die Lésung von (1).

Aufgabe 2

(2) H(q) =@ —1—/¢?—1000 ¢> 10V/10.

Falls ¢ — o0, so entsteht bei der numerischen Bestimmung von (2) Ausléschung.

a) Bestimmen Sie fiir diesen Grenzfall die Kondition von (2), d.h. lim kg(q).
q—o0

b) Kénnen Sie die Ausléschung in (2) vermeiden? (mit Begriindung)

Wenn ja, wie?

Aufgabe 3

1 1

Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem Az = b mit der Matrix A = < 1 14108

Seite b = ( 1 ) Die exakte Loésung ist x, = ( (1) )

a) Bestimmen Sie die Kondition x(A) von A in der ||.. .||, — Norm.

) und der rechten

b) Betrachten Sie nun fiir kleine positive ¢ die folgenden rechten Seiten:

b1) 61_<1i€> b2) 62_<1T5>

und berechnen Sie die entsprechenden Lésungen 27 und Zs.

c) Bestimmen Sie fiir &; und & die relativen Fehler |62 ||, und [|0Z2]| .
Vergleich mit der theoretisch hergeleiteten Abschatzung, was stellen Sie fest?

bitte wenden



Aufgabe 4
Wir betrachten die Gleichung
P?rl=c+Vx

mit der Losung x; = 1.
Diese Losung soll mit einer Fixpunktiteration numerisch bestimmt werden. Dazu wurden folgende Vorschlage
gemacht:

D Tyt =22 — o, + 1 i) Tnt1 =/ Tn +/Tn — 1 i) Tne1 = (xi +1- xn)Q
a) Welche der vorgeschlagenen Varianten ist konvergent? (mit Begriindung)
b) Vergleichen Sie die konvergente(n) Variante(n) mit der Bisektion.
e Dabei wird fiir die Fixpunktiteration g = 4 als Startwert verwendet
und fiir die Bisektion wird das Startintervall [a, b] = [0.5, 1.5] gewéhlt.
e Im Resultat sollen 3— Dezimalen nach dem Komma korrekt gerundet sein, ¢ =7
e Welches der Verfahren ist schneller?

(mit Begriindung, inkl. Angabe der Anzahl dazu notwendigen Wiederholungen)

Aufgabe 5

Gegeben ist die Gleichung

(3) 22 +3x—-4=0
a) Bestimmen Sie die Lésungen von (3).

b) (3) wird nun mit der gewdhnlichen Iteration numerisch geldst. Dabei soll die betragsmissig kleinere
Nullstelle s; von (3) ein attraktiver Fixpunkt der Iteration sein. Startwert zy = 2.
Berechnen Sie ausgehend von xy = 2 die Werte 21, 25 und bestimmen Sie ¢ = |F’(x2)|.
Wie gross ist g wirklich?

c) Berechnen Sie zusitzlich x5 sowie die Werte z{, und ) nach dem Aitken'schen A%— Verfahren.

Bestimmen Sie damit den Niherungswert

xh — 81
qAitken ~ |
051
Aufgabe 6
Betrachten Sie die Quadraturformel
- , E+1
(4) Q:Zwkf(fk) mit gk:_1+2'm7 k=0,1,...,n.

k=0
im Intervall [—1,1].

a) Betrachten Sie (4) fiir n = 2 und bestimmen Sie die Gewichte wy, in (4) so, dass alle Polynome bis und
mit Grad 2 exakt integriert werden.

b) Beniitzen Sie (4) mit n = 2 aus a), um das Integral

I=/bf(l“)daf7

numerisch zu integrieren. Dabei sind a = —%, b= 7 und f(x) = cos ().

Welchen absoluten bzw. relativen Fehler machen Sie dabei?

Viel Erfolg!



MNM Losungen Schlusspriifung 10.06.09

Losung 1
0 1 0[@) 10 6
Gauss-Algorithmus, Endschema: | 0 0 1 % @ 0
1 ool 1 2 (@
a)
100 3® 10 6 00 1
L= % 10 R= 0 0 P=11200
T 21 0o 0 @ 010
6 6
b) erster Schritt: Lc = Pb, wobei Pb= | 0 = c=| -1
4 4
8
zweiter Schritt: Re =c = x=| -3
2
Losung 2
a)
q q q-H'(q) q°
H'(q) = - = Kp(q) = ‘ =
@ V@& -1 /g% 1000 #(g) H(q) V@ —1-+/¢% — 1000

e
lim kp(q) =
e q\/lfq%'q\/lfl%

b) Da die Kondition in a) sehr gut ist, kann die Ausldschung vermieden werden, durch Erweiterung von
H(q) mit der Summe der beiden Wurzeln:

999
H(q) =
V@ — 1+ +/¢% — 1000
Losung 3
_ 1+1078 -1 1+10% —108
a) A7t =108 1 L) =0 s qos )

k(A) = ||A]l, - HA*1||OO =(2+1078)%.10%

b) & = A~tby, fiir k=1,2

_ 8 8
bl) &) = ( ! El%ﬁo ) und b2) &y = ( a +_521+08510 )

C) A(fk::i’k7$k ﬁ]rk':l,2

—e108

N ~ AT
bl) Ady = ( e ) also Il = bt = c108
8 N
ond b2) Adz = (“F G ) also sl = L35 — 1+ 10

oo

theoretische Schranke: [|02]|.. = x(A) HébH = (24+107%)2 - 10%

fiir bl) und fiir b2) ist die theoretische Abschitzung realistisch, sie wird angenommen, d.h. das Pro-
blem ist wirklich schlecht konditioniert. Diese Schranke ware nur dann nicht realistisch, falls in beiden
Komponenten gleichzeitig und genau gleich gestort wiirde.



Losung 4
a) s =1, also s = F(s) und fir Konvergenz: |F'(s)] < 1

1,3 I
ﬁ,F(l)—7>1 i) F'(1) =

5 <1 i) F'(1)y=2>1
d.h. nur die Variante ii) ist konvergent.

N IR 3
i) F'(z) =2x — 1

b) Bisektion: in jedem Schritt wird der Fehler halbiert: n > it - In (18"

log (2197

Varainte ii): in jedem Schritt wird der Fehler um ¢ = % verkleinert: n > s (3]
1

Variante ii) ist also langsamer als die Bisektion.

Losung 5
a) Die Lésungen von (3) sind s; = 1 und s = —4.

b) Fixpunktiteration: x = F(x)
1
x=F(z)=v4-3x oder x=Fy(z) = §(4—x2)

3 2
[Fis)l=5>1  [F(s)l=3 <1
d.h. sy = 1 ist fiir I, ein attraktiver Fixpunkt.

To = 2, T = FQ(JL‘Q) = 0, To = FQ(JHl) = % und Tr3 = FQ(.TQ) = ;7(;

g~ % < 1! Tatsichlich ist ¢ = 2 = |F}(s1)

<)
g (w4 (zp—m)? 12
0 0 ($2 — 2z + CL‘()) 5 ! ! (.’L‘g — 2x9 + 3?1) 13
und damit 5
qAitken = T3
Losung 6

a)n=2dh &=—-1+2-521 k=012unddamit {g =—-1, & =0und & =1

zu |6sendes Gleichungssystem:

wo —+ w1 —+ w2 = 2
(5) —Wo + wy = 0

wWo + wo = %
Loésung von (5): wp = wq = % und wy = —%, mit dem Gauss-Algorithmus.

b) [-1,1] — [=5, 5], wobei z = 2(§) = m{ +¢q. Hierz =5 -§, -1 << 1

I = fcos(x)dx = cos (3-8 dé = Q = g~%-{4-cos(—%)—2~cos(0)+4~cos(%)} =

INE
Le—_

5o (V2 ).
Fehler: absoluter Fehler AT = |Q — I| = |5 - (2v2—1) — 2] und

relativer Fehler 61 = % = %.



