Klasse WI07a MLAN4 Schlusspriifung 08. Juni 2009

Name:

Aufgabe 1
Gegeben ist die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators
(1) #4023 49.01z =0
mit den Anfangsbedingungen 2(0) = 10 und &(0) = 5.
a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
b) Bestimmen Sie die exakte Losung des Systems in a).

c) Approximieren Sie die Lésung aus b) mit der impliziten Methode von Euler, (Schrittweite & > 0).
Geben Sie die dafiir benétigte Rekursion an.

Aufgabe 2

Gegeben ist die quadratische Form

(2) Q(x) = 23 — zy29 + 23 z € R?
a) Schreiben Sie (2) in der Form xT Az mit einer symmetrischen Matrix A.
b) Ist A positiv definit?

c) Q(z) = 18 definiert eine Kurve im R2. Um was fiir eine Kurve handelt es sich hier? Geben Sie den
Mittelpunkt und, falls vorhanden, die Halbachsen an.

d) Gesucht sind alle x € R? mit ||z||2 = 1 so, dass Q(x) extremal wird. Geben Sie auch die zugehdrigen
Extremwerte an.

Aufgabe 3
Gegeben ist die Matrix
=(1 1)
a) Bestimmen Sie die Kondition von C bzgl. der ||...[|2— Norm in Abhingigkeit des Parameters c.

b) Wohin strebt die Kondition «(C) fir ¢ — —1 7

bitte wenden



Aufgabe 4

(3) §i(t) + 269(t) + 2553 (t) = 0

a) Schreiben Sie (3) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung

b) Bestimmen Sie die Jacobi—-Matrix des Systems aus a).

V3

Wie muss am Anfang h gewahlt werden, damit mit der Methode von Heun der Ordnung p = 2 numerisch
stabil gelost wird?

)
)

c) Seien nun die AB y(0) = L und 7(0) = B gegeben. Bestimmen Sie S(0).
)

d

Aufgabe 5

Student Zweistein schlagt das folgende Verfahren mit

vor. Er behauptet, dass (4) von der Ordnung p = 2 sei.
a) Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion von (4).
b) Ist das Verfahren so gut wie Euler explizit? Ist seine Behauptung richtig? Wiirden Sie (4) verwenden?

c) Wenn nein, wie miisste (4) modifiziert werden?

Aufgabe 6

Gegeben ist die Differentialgleichung

(5) t-y(t) =y(t)+1 fiir £ > 1 mit der Anfangsbedingung y(1) = 3; = 0.
a) Bestimmen Sie die Lsung von (5).

b) Losen Sie (5) mit der Methode der Taylorreihe.

Kénnen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢; angeben?

c) Bestimmen Sie mit den Koeffizienten ¢ aus b) die Werte von o, ys3, ya, ... fir h =0.2.

Viel Erfolg!



WI07a MLAN4 Lésungen Schlusspriifung 08.06.09

Losung 1

a) Substitution: y; = x und y2 = & und damit erhalten wir §y = Ay,

. 0 1 10
wobei A = ( 901 -02 > und y(0) = yo = < 5 )

b) EWP von A: Ao = —0.1 £ jws, wobei ws = 3 mit den EV ) = < )\1 > und v(® = ( /\1 > und
1 2

somit

yn(t) = 2e %1 (acos (3t) — bsin (3t)) - ( 70.} ) —2e %1t (heos (3t) + asin (3t)) - ( g >

AB: ( 10 ) — 2. ( ol >_2b. ( : ) = { “ = 7 und schiesslich
y(t) = 2¢701 (5 cos (31) + sin (31)) - ( ol ) — 267018 (= cos (3t) + 5 sin (3¢)) - ( ’ )

c) Euler implizit: yx+1 = yr + 7 f(Zr41, Yrt+1), K =0,1,2,..., wobei hier f(z,y) := Ay, also

. _ . 10
Yk+1 = Yk + h Aypia somit: yps1 = (Io — hA) 'y mit  yo = ( 5 )

Losung 2

sa-( 1)

b) Eigenwerte von A: pa(\) = det(A — Ap) = A2 —2)\ + 3 20= )\ = Sund Ay =
d.h. A ist positiv definit, da beide EW positiv sind.

1
2

c) Kurve in X,cq:

x%eul ‘r’!2’L€’U.2 — 1
12 36

Es handelt sich um eine Ellipse mit Mittelpunkt (0, 0) und den Halbachsen a = 2v/3, b = 6.

d) Eigenvektoren zu den EW aus b): Qax = % fir z = :I:\i/i ( _} >

1
1 £ _ 1
Qmin—zfur.’ﬁ—iﬂ<1>

Losung 3

2 1—c¢c

- . . e . _ T _
a) Da C nicht symmetrisch ist, miissen die EW von FF = C* C = ( lee 14

) berechnet werden:

1—c¢c

9 _
dEt(F_'uIZ):‘ 1—ZL (1+c)—p

’:M2_u(3+02)+(1+0)2;o

Was uns flmar = # + \/(%)2 — (1 +¢)2 und firmin = # - \/(#)2 — (1 4+ ¢)? liefert.

Gemiss Theorie sind beide EW von F positiv und (C) = ||C|l2 - [|C 7|2 = ﬁm



b) Mit ¢ — —1 geht (1+¢)? — 0 und damit geht fiae — 4 und fmin — 0, ma.W.: k(C) — oco.

1

Fiir ¢ = —1 haben wir C = ( 11

), eine singuldre Matrix!

L6sung 4

—2523 — 2629

af af
. <a fz-> () 0 1
azj 1<i,5,<2 Tﬁf TZ _752;% —26

0 1
J(0) = = A\ =25 Ap = —1 = 5(0) =25
) (_25 _26) : : (0

a) 21 = y(t) 22 = §(t) = # = f(), wobei f(z) = ( 2 >

b)

d) Stabilitdtsgebiet fiir Heun, p = 2: —2 < hA < 0, muss fiir alle negativen EW gelten
= = >h>0.

Losung 5

a) Stabilitatsfunktion mit Hilfe des Testbeispiels ¢'(x) = Ay(z):

(6) k1= f (zk; yx) =AYk
2
(7) sz(xk+g,yk+§-k1>()\+h;)yk
h h h\ 2
B v =met g kit gk _(1+i(h/\)+112(h)\)2> Y (1+(h/\)+ ( 2!) )yk

b) Aus (8) ist ersichtlich, dass das Vorgeschlagene Verfahren (4) schlechter als Euler explizit ist, also nicht
einmal die Ordnung p = 1 hat! Die aufgestellte Behauptung ist falsch, (4) sollte nicht verwendet werden.

c) Modifikationen von (4) so, dass es brauchbar wird:

0
(9) az | ba
1 C2
Bei einem 2— stufigen Verfahren muss gelten:
(10) 1 = c1+Co
1
(11) 5 = Qa2Cy

und zudem as = by = a.
Mit (10) und (11) erhalten wir z.B.:

(12)




Lésung 6

(5) ist inhomogen und separierbar, also y,(t) = yn(t) + yp(t)

a) yn(t) = Ct, C € R. y,(t) mit Variation der Konstanten oder
einem Ansatz aus dem Papula: y,(t) = ¢y, da die Anregung konstant ist.
in (5) einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert ¢ = —1 und
somit: yo(t) = Ct — 1. Mit der AB: C' =1 und schliesslich y(t) =t — 1

b) Methode der Taylorreihe im allgemeinen N3herungspunkt (tx, yx):
y(t) = yp +c1(t —tg) +colt —tp)? + ezt —tr)> + ...
t =t +h, also h = (t — tx) und damit

(13) y(tk +h) = yr+cih+coh® 4 csh® +egh* + ...
(14) Yty +h) = c1+2ch + 3czh® +degh® + ...

einsetzen in (5) und Koeffizientenvergleich:

(ti+h) - (c1 4 2cah + 3csh® + deah® +...) = (yp + c1h + coh® + c3h® + cah® + ..

RO treq =yp+1 = = i(yk +1) Euler explizit

Rl e + 2coty = = (9 =0
h%: 2¢s + 3csty =y == c3

B3 3c3 + 4eyty =c3 == 4 =0
h*:  deyq + Besty =y = ¢5 =0
K Bes + gty =cs = cg =0

D.h. ¢ = 0 fiir alle &k > 2 und damit
1
(15) yk+1=yk+a(yk+1)~h k=1,2,3,...

mit der AB y; = 0 fiir t = 1.

c)
y1:0 t1:1
1
yz=y1+1(y1+1)-h =h ta=1+h
1
— - )-h =2h t3=1+2h
Y3 yz+1+h(y2+) 3 +
1
— - )-h=3h t,=1+3n
Y4 y3+1+2h(y3+) 3 1=1+3

ye=(k—1)h, k=1,2,3,...

speziell fir h =0.2: yp, = (k—1) - 0.2, also yo = 0.2, y3 = 0.4, y4 = 0.6, . ..



1 Weitere Aufgaben

Aufgabe 7
(16) y' () -2/ (x) = 7 — y()
(17) y' (x) = Ty (&) + 6y(x) = 0

a) Schreiben Sie (17) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
b) Losen Sie das System aus a) durch Entkopplung, allgemeine Lésung

c) Wie miissen die Anfangsbedingungen gewihlt werden, damit die Lsung fiir t — oo beschrankt bleibt?

Aufgabe 8

(18) E(t) + [22(t) +2°(t) — 1] 2(t) +2(t) =0
a) Schreiben Sie (18) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J des Systems aus a), allgemein.

1
c) Sei nun y(0) =y = < g ) = ( ) > Bestimmen Sie die Steifheit S(0) des Systems.

Aufgabe 9

(19) B(t) + ¢ [22(t) — 1] () + 2(t) = 0



