Klassen WI08ab MLAN3 — Schlusspriifung 27. Januar 2010

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

numerische Integration

komplexe Zahlen C

VR Struktur Skalarprodukt, Fourier—Polynom einer gegebenen Fkt.
lineare Abbildung

Basiswechsel

EWP

erst spater: Anwendungen des EWP einer Matrix A

quadratische Form, Hauptachsentransformation

Aufgabe 1 alt

Gegeben ist die Matrix

2 -1 1
A= -1 € € ceR.
1 € €

a) Bestimmen Sie die Kondition von A bzgl. der 2— Norm in Abhingigkeit von &.

Geben Sie die Kondition von A fiir ¢ = 10710 an.
b) Wohin strebt diese Kondition, falls ¢ — 0 strebt?
c) Fiir welche ¢ ist A diagonalisierbar?
Aufgabe 2 alt
a) Die lineare Abbildung F: R* — R* sei gegeben durch
F(x1, @0, 23,24) = (21 — 3xg + 223,221 + 324, —21 + 323 — 324, T3 + T4)

Bestimmen Sie je eine Basis von Kern und Bild der zur Standardbasis gehdrenden Abbildungsmatrix A
von F.

b) Sei V' = C[—1,1] der Vektorraum der stetigen, reellwertigen Funktionen, die auf dem Intevall [—1,1]
definiert sind. Untersuchen Sie, welche der folgenden Teilmengen X;, i = 1,2 ein Unterraum von V ist.

o X; = {f S V‘ f(x) = 24: akxk—17(ao,a1,a2,a3’a4)T c R5}
k=0
o Xy = {f € V‘ f(@?) = (f(z))*fiir alle z € [_1)1]}

Aufgabe 3 alt

Gegeben ist die Funktion

A -1 < x < —%ﬂ

_ 3 3

1) =1 0 -k <. <
—A, o< oz o< s

f(x) wird auf der ganzen reellen Achse 27— periodisch fortgesetzt.

a) Graphische Darstellung von y = f(z) fir A = 1.5 auf dem Intervall [—27,7]. Einheiten: 7 = 12
Hauschen.

Was hat f fiir Eigenschaften?



Jf soll nun als Fourierreihe f(x) = % + > {ax cos (kz) + by sin (kx)} dargestellt werden. Dazu brauchen Sie
=1

k=
die Fourierkoeffizienten ag, sowie die a; und by, fiir k =1,2,3,....

U

bl) Bestimmen Sie ap = 1 [ f(z)dx fir A € R.

—T

J f(z)-cos(kz)dx fir Ac R, k=1,2,...

—T

A=

b2) Bestimmen Sie ay, =

J f(z)-sin(kz)dz fir Ae R, k=1,2,...

—T

=

c) Bestimmen Sie by, =

Aufgabe 4 alt

Beziiglich der Standardbasis X ist der linearen Abbildung F: R? — R? die Matrix
A 3 1
2 4
. 3 -2 . . . 9
zugeordnet. Die Vektoren b; = A und by = ) bilden eine neue Basis ¥,,¢,, des R<.

a) Bestimmen Sie die Matrix T der Basistransformation 7 : X0, — Ze.

Geben Sie auch die Inverse von T an.

b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix von F bzgl. ¥,.

0
c) Der Vektor z hat bzgl. 3,,, die Koordinaten < 5 >

Wie lauten die Koordinaten von F(x) bzgl. X, ?

d) Bestimmen Sie die Koordinaten von z bzgl. . und daraus die Koordinaten von F(z) bzgl. ¥.. Trans-
formieren Sie letztere zu den Koordinaten von F(x) bzgl. ,,cy.

Vergleich mit dem Resultat aus c).

Aufgabe 5 alt

Betrachten Sie die Quadraturformel
2
(2) Q=> wpf(&) mit & =h, 2h, 3h
k=0

im Intervall [h, 3h].

a) Bestimmen Sie die Gewichte wy in (2) so, dass alle Polynome bis und mit Grad 2 exakt integriert
werden.

b) Beniitzen Sie (2), um
b
I:/f(x)dm

numerisch zu integrieren. Dabei sind a = —1, b = 3 und f(z) = 3.

Welchen absoluten bzw. relativen Fehler machen Sie dabei? Feststellung? Haben Sie eine Erklarung zu
Ihrem Resultat?



Aufgabe 6 alt
Gegeben ist die lineare Abbildung
F:RP— R mit F(xy,ze,x3) =21 + 20+ 23
a) Bestimmen Sie den Kern der Abbildung F. (geometrische Interpretation)
b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix P der Projektion auf den Kern von F bzgl der Standardbasis 3.

c) Geben Sie eine neue ortho—normierte Basis X,,c,, so an, dass Py, méglichst einfache Gestalt hat.

Geben Sie ebenso P,,., an.

Aufgabe 7 neu
Gegeben ist die quadratische Form
Q(x1,x2) = 32?2 4 22129 + 323 + 1421 — 629 + k.
Q(w1,22) = 0 definiert im R? eine Kurve.
a) Um was fiir eine Kurve handelt es sich hier?
b) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch, welche Werte darf k£ annehmen.

c) Graphische Darstellung fiir k£ = —9: Mittelpunkt, Halbachsen, falls vorhanden.

Aufgabe 8 neu

a) Gesucht ist fiir a > 0 das bestimmte Integral

I= /f(I) dr  wobei  f(z)=1 +%2)
0

Es soll mit der Unter- und Obersumme numerisch integriert werden mit dquidistanter Zerlegung des
Intervalls [0, al.

. . . 2 I
Wie gross muss n € N sein, damit O,, — U, < 155 erfiillt ist?

b) Gegeben ist das charakteristische Polynom
pa(N) ==X 42X -\ -5

einer 3 x 3— Matrix A. Wie gross sind die Determinante und die Spur von A7 Weiter ist bekannt, dass
AL = % ein Eigenwert von A ist. Bestimmen Sie die restlichen Eigenwerte.

Aufgabe 9 neu

Gegeben ist die Matrix A =

— = O
S NN O
—=



a) Losen Sie das Eigenwertproblem von A.

b) Geben Sie eine regulire Matrix T an, sodass T~'AT = D = diagonal.

c) Ist es moglich, T in b) orthogonal anzugeben? (mit Begriindung)

Aufgabe 10 neue Basen

Gegeben sind die drei Basen

o () (3) sene

() xoef

a) Geben Sie die Koordinatentransformation Ty, von X, nach ., d.h. ¥, — 3, an.

b) Geben Sie die Koordinatentransformation Ty, von X nach ., d.h. ¥, — ¥, an.

c) Geben Sie die Koordinatentransformation T,;, von ¥, nach Xy, d.h. ¥, — 3, an.

(Tipp: Umweg iiber X.)

1
d) Gegeben ist der Vektor ¢, = (@ = ( ) ) bzgl. X,.

Gesucht ist dieser Vektor bzgl. der anderen Basen X, und Xj.

Aufgabe 11 neu, numerische Integration

a)
b)

Aufgabe 12 neu, UR

a) Gegeben ist der Vektorraum V =P, der Polynome vom Grad < 2.

Erzeugen die Polynome

den Vektorraum V' ?

b) Wir betrachten V = R3:

U= Span {ula 'LLQ,’LLQ,}

bei
1
Uy = 6 Ug =
4
und

wy = (1,-2—5)7

1— 2+ 222

3+

5 — x + 4a?

—2 — 2z 4 222

und W = span{wy,ws},

2 -1
4 us =

~1
wy = (0,8,9)7 .

Studentin XY X behauptet, dass U = W, hat Sie Recht? (mit Begriindung).



Aufgabe 13 neu;lin Abb., Kern, Bild
Gegeben sind die beiden linearen Abbildungen F5: R? — R3, k =1,2

Fi: Fi(zr,me,x3) = (3x1, 21 — @2, 221 + X2 + x3)

Fo: Fa(wi,x2,23) = (x1 — 22,271 + 23,0)
a) Bestimmen Sie fiir 7, k = 1,2 die Abbildungsmatrizen A, bzgl. der Standardbasis X..
b) Bestimmen Sie fiir Ay aus a) die entsprechenden Kerne, d.h. Kern(A;) = {:c € R?" Apr = O}.
Welche der beiden Abbildungen ist invertierbar?

c) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der Zusammensetzung F := Fj o Fo.

Ist diese neue Abbildung umkehrbar?

Aufgabe 14 neu

a)
b)



Weitere Aufgaben

Aufgabe 15 numerische Integration, Eigenwerte

a) Gesucht ist fiir a > 0 das bestimmte Integral

x2

I= | f(z)dx wobei fl@)=1+—
/

Es soll mit der Unter- und Obersumme numerisch integriert werden mit dquidistanter Zerlegung des
Intervalls [0, al.

. . . 2 .e .
Wie gross muss n € N sein, damit O,, — U,, < 1355 erfillt ist?

b) Gegeben ist das charakteristische Polynom
pa(A)=-XA 4222 -\ -5

einer 3 x 3— Matrix A. Wie gross sind die Determinante und die Spur von A? Weiter ist bekannt, dass
A = % ein Eigenwert von A ist. Bestimmen Sie die restlichen Eigenwerte.

Aufgabe 16 alt

Gegeben sind die drei Basen

cnn(2)on (1) mene()en (1) () (2)

a) Geben Sie die Koordinatentransformation Ty, von X, nach ., d.h. £, — ¥, an.
b) Geben Sie die Koordinatentransformation T,. von . nach 3., d.h. ¥, — X, an.

c) Geben Sie die Koordinatentransformation Tj. von ¥ nach ., d.h. ¥, — X, an. (Tipp: Umweg iiber
)

1
d) Gegeben ist der Vektor @, = 0§ = ( X ) bzgl. 5.
b

Gesucht ist dieser Vektor bzgl. der anderen Basen ¥, und ..

Aufgabe 17 alt, spater MLAN4

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

1 -1 0 1
(3) &= Az A= -1 2 -1 z(0)=zo=| -1
0 -1 1 1

a) Allgemeine Lésung xp,(t) von (3) durch Entkopplung.
b) Spezielle Lésung von (3) mit z( als Anfangsbedingung.

c) Wie miissen die Anfangsbedingen gewihlt werden, damit die Losung x(t) fiir ¢ — oo nicht unendlich
gross wird?



Aufgabe 18 alt, spiter MLAN4
Gegeben ist die quadratische Form
Q(x1,x9) = Jc;f — 2179 4 23 — 621 + 9.
Q(x1,x2) = 0 definiert im R? eine Kurve.
a) Um was fiir eine Kurve handelt es sich hier?
b) Fiihren Sie die Hauptachsentransformation durch.

c) Graphische Darstellung: Mittelpunkt, Halbachsen, falls vorhanden.

Aufgabe 19 neu

5 -1 V2

0 0 —2
Gegeben ist die Matrix A = i -1 5 V2 A= 1 2 1
V2 V2 6 10 3

a) Losen Sie das Eigenwertproblem von A.

b) Geben Sie eine orthogonale Matrix 7" an, sodass T AT = D = diagonal, Chabis!! geht gar nicht.

Aufgabe 20 alt
Wir betrachten den Vektorraum V' = C[0,27] der stetigen 2n— periodischen Funktionen. Sei U C V ein
Unterraum von V mit U = span{1, cos (z), sin (z), cos (2z), sin (2z)}.

a) Wie gross ist die Dimension von U ?

b) Geben Sie die Ableitungen dieser ersten fiinf Funktionen als Linearkombination dieser fiinf Funktionen
an und bestimmen Sie damit die 5 x 5— Abbildungsmatrix D der Ableitung D.

c) Bestimmen Sie Kern und Bild von D.



MLAN3 Lésungen Schlusspriifung 27.01.10

Losung 1 alt
a) Bestimmung der EW von A: det(A — A\3) = pa(A) = (A — 22)(=A? + 2\ + 2) =0
A1 = 2¢ und )\2,3 =1 i\/g - H(A) = 1+\/§.

2le|
e=10"1:k(4) = (#) 1010

b) lim k(A) = o

e—0

c) Fiir alle e € R.

Losung 2 alt

1 -3 2 0
2 0 0 3
a) A= Kern: Az =0
-1 0 3 -3
0 01 1

Mit Hilfe des Gauss-Algorithmus erhilt man das Endschema| . @ —4

O O O O

Rang(A) = r =4, d.h. Kern(A) = Nullpunkt, Dimension des Kerns ist gleich Null.
Bild(A) =span{Spalten von A} = {a(V),a® a® a®}, al¥) = k— te Spalte von A.

b) e Die Aufgabenstellung hitte so lauten miissen:
4
X1 = {f € V‘ f((E) = Zakxk7 (ao,al,ag,ag,a4)T e Rs}
k=0

mit f(z) = ap + a1z + azx?® + azz® + agx* und g(x) = by + byw + bex® + bswd + bya* aus X,
folgt:

af: af(r) = aag + aa1r + aar? + aazz® + aayrt = (af)(r) = af € X3

f+g: f(@)+g@) = (ap + a12 + azx® + azx® + agz?) + (b + b1x + box® + bzx® + byat) =
(ao + bo) + (a1 + bl)l‘ + (a2 + b2)$2 + (a3 + bg)ﬂTs + ((14 + b4)l‘4 = (f + g)(x) - f +g€ X1

d.h. X7 ist ein Unterraum von V:
X1 =Projektion von C[—1, 1] auf den Vektorraum der Polynome 4— ten Grades.
e Mit der Formulierung der Aufgabenstellung

4
X1 = {f S V’ f(x) = Zakxkil, ((10,(11,(12,(13,(14)T S Rs}
k=0

haben wir folgendes:
Mit f(x) = %2 + a1 + azx + azz? + ayx® und g(z) = %? + by + box + bzx? + byx® aus X folgt:
af:af(z) = a® + aay + aagr + aazz® + aagz® = (af)(z) = af € X3



f+g: flx)+g(x) = (2 + a1 + ar + azr? + asgx®) + (%‘J + by + box + b3z? + byad) =
(aotb) 4 (ay +b1) + (a2 + ba)z + (a3 + b3)z® + (as + ba)z® = (f + g)(x) = f+g€ X

D.h. die beiden Eigenschaften, die erfiillt sein sollten, sind erfillt. Fiir den Nachweis dieser
beiden Eigenschaften habe ich bei der Korrektur die volle Punktzahl gegeben.

X ist trotzdem kein UR von C[—1,1], da eine Funktion mit einem Term < im Intervall [—1,1]

nicht stetig ist!

o f(a?) = (f(x))*
af: af(z?) # a?(f(z))? = (af(v))? = X ist kein Unterraum.

Losung 3 alt

a) graphische Darstellung,
Eigenschaften:
e f ist nicht stetig, hat zwei Sprungstellen
e f(x) = ungerade Funktion, d.h. f(z) = —f(—x)

e f ist stiickweise konstant
bl) ag =0, da f eine ungerade Funktion
b2) ar =0 fiir alle kK € N, da f ungerade

c) by = 2(—A) [ sin(kz)dz =221 cos (kz)| , k=1,2,...
3T
T

k=1 b = -1+
k=2 by = $1(1-0)
k=3 by = 3(-1-%)
k=4 b = ;(1-(=1) 4
k=5 by = i(-1-%2) 2- =
k=6 bs = (1-0)
k by = i(-1+%)
k=8 by = $(1-1)

Losung 4 alt

ar=( ° 72 und 77! =1 b
-4 1 —4 -3

0 AMTl.A.T<3 1)
2 4

0 -2
C) Tneuw = = Yneu = Aneuxneu =

4 10
d) Talt = Txneu = ( 2 ) Und daraus Yalt = Axalt = ( 0 ) —

Ynew = T Warr = < g ) was mit dem Resultat aus c) libereinstimmen muss!



Losung 5 alt

a) Zu lésende Gleichungen:

ZZO 2h = wo —+ w1 =+ wo
i=1: 4h? = woh + wi2h +  w3h
i=2: B — ph? 4 widh® 4 we9h?

wWo w1 wao 1

1 1 |2
Mit Hilfe des Gauss-Algorithmus erhilt man das Endschema @ h

und damit: wo = 2, wy = 4 und wy = £, also Q = & {f(h) + 4f(2h) + f(3h)}

¢eh3h —zefab: x=mé+qg=m="55%=2 undg= 32>t ="_3,
also lautet die Transformation: z = %f —3firh<&<3h
3 3h )
/f(w)dcv=m/f(merq)df%m-Q:m 2 (F(mh+q) + 47 (m2h + q) + f(m3h + )
-1 h
Transformation der Stiitzstellen:
mh+q = %th = -1 5
m2h+q = 52h—3 = = Q=3 (f(=1) +4f(1) + f(3)) = 20
m3h+q = 5:3h—3 = 3

3
Der exakte Wert des Integrals ist f 23 dx = 20, d.h. der absolute und der relative Fehler sind Null!,
-1

denn obige Quadraturformel ist die Methode von Simpson.

Bei dieser Methode wird der Fehler mit mex, | (z)| nach oben abgeschitzt und hier ist f®*)(z) = 0.
xr€cla,

Losung 6 alt

a)

b)

<)

F(x1,29,23) = 0 < 21 + x9 + 3 = 0. Dies ist die Koordinatengleichung einer Ebene im R3 mit

1
dem Normalvektor a = 1
1
2 -1 -1
a-a® 1
P=1I3— % =35 -1 2 -1
-1 -1 2
1 . .
Phew = o1 = D = diag(1, 1,0)
0
[ ! (] (!
Yhew: b1 = — by = — -1 by = —
neu 1 \/5 2 \/6 ) 3 \/g )

Gram-Schmidt fiir den Eigenraum von Ay = Ay =1



Alte Losungen

L6ésung 7

a) pa(A) = (5—AN){A2—10A+20} =0, Ay =5 und o3 =5+ 5

—2 1 1
zugehorige Eigenvektoren: v(1) = 1 0|, v®@=p] =5 [, v®=pn| V5
1 2 2
—2 1 1
b) o.n. Basis X,ey: b1 = % 0 | b= \/%*0 -5 |, by = \/%*0 V5
1 2 2
-2v2 1 1
und damit: T = (b1 by b3) = —i5 0 -5 5
V2 2 2

Losung 8

a) Sei by =1, by = cos (), bg = sin (), by = cos (2z) und bs = sin (2z), d.h. dim(U) = 5.

b) D(b1) =0, D(b2) = —bs, D(b3) = b2, D(bs) = —2b5 und D(b5) = 2b4, also
0 00 00O
0 01 00
D=]10 -1 0 0 0
0 0 0 0 2
0 00 -2 0

c) Kern(D) = span{e;} und Bild(D) wird aufgespannt von den Spalten zwei bis fiinf von D, also
Bild(D) = span{ea, €3, €4, €5}, wobei e, k = 1,2,...,5 die Standardbasis im R? ist.

Losung 9

a) graphische Darstellung

b) ao = A und ag_1k = 2(-1)F1 2o k=1,2..., a; =0 fiir k gerade.

c) b =0, da eine ungerade Funktion iiber ein zum Nullpunkt symmetrisches Intervall integriert wird.



Losung 10

a) EWP von A: z5,(t) = cieMto® 4 o0 4 ezt ¢, co, 3 € R, da A symmetrisch.
A1 =1, A2 = 3 und A3 = 0 mit den zugehdrigen Eigenvektoren
-1 1 1
v =p 0|, v®@=pn]| -2 und v® =p | 1
1 1 1

b) Bestimmung der ¢;, mit der AB zo: ¢; =0, co = 2 und ¢3 = 3.

a
c)xg=| B | so, dass ¢y =cy =0:
Y
a=i(-a+7), e=%ta-28+7)udcz=3(a+B+7) = a=B=1

Losung 11

1

1
Q(:cl,xg)—xTAx—ch—i-Q—O,WobeiA—( ! 2>undc—<g>

N

a) det(4) =2 >0, d.h. es handelt sich um eine Ellipse.

1 -1
b) EWonnA:)q:;und)\gzg’mitdenEV:v(l):,u< ) ) undv(2):u< 1)

1 -1
o.n. Basis X,,.,, wird von by = % ( ) ) und by = % ( 1 > aufgespannt.

In $yeu lautet der Kegelschnitt: $2%,., + 323,., — ¢Leu@new +9 =0,
1
wobei ¢pey = T e = 3v/2 ( ) >

quadratische Ergdnzung: % (;clnw — 3\/5)2 + % (xgnw + ﬂ)z = 3 und damit

2 2
(Imeugg\/i) + (932"6“;\/5) = 1, d.h. die Ellpise hat die Halbachsen a = v6, b = v/2 und den
Mittelpunkt M,,c..(3v/2, —V/2). Mittelpunkt im alten Koordinatensystem X.: M (4,2)

c) Graphische Darstellung: neues Koordinatensystem um ¢ = 7 verdreht (— Richtungen der Hauptach-

4
sen) und Translation um den Vektor ( 5 > (— Mittelpunkt).

Losung 12

ZTait = TTpey flir jeden Basiswechsel!

a)



T, T;l
c) The: By —5 B =% X, also

1 -1 1 1 O _5
=z _plp _ L , |
Tce 9 ( -3 1 > ) TbC Tce Tbe 9 ( 4 _13 ) R6|henf0|g€.

6
d) deTbeab<1> “ndﬁchcﬁbé<



Losung 13

Gauss-Algorithmus

Schema nach einem Schritten:

Schema nach zwei Schritten:

T T3 1

® 6 4

4 3

4-< 2| 1-2¢
T To T3 1
@ a 6 4
@) 4 3
8—2c—c? 7—20—%02




