Klasse MEO8a MND2 Schlusspriifung 15. Juni 2010

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

Dgl zweiter Ordnung

Prinzip der LK, vorwarts und riickwarts

stetige Losungen, Anschluss—Bedingungen

Systeme von Dgl; reelle, komplexe EW

EWP vorwiérts und riickwarts

Stabilitat, Kondition

Trapezmethode fiir ein System

Numerik: Euler, Trapezmethode, Methode von Taylor, Taylorreihe, ... was fehlt: Potenzreihen, komplexe EW
das kommt in der zweiten Prfung! Ende FrSe 2010

Aufgabe 1 neu; Entkopplung

Gegeben ist die Differentialgleichung

(1) y'() =2y () =z +2y(z) y(0)=a  y'(0)=45.
a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen 1— ter Ordnung.

b) Lésen Sie das System in a) durch Entkopplung.

c) Wie missen die AB gewihlt werden, damit die Losung fiir x — oo beschrénkt bleibt?

Aufgabe 2 neu, Exponential-Matrix, System mit komplexen EW

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

2) b= Az A(I& ::1))) x(0)<

a) Losen Sie (2) durch Entkopplung.

;)

b) Wie lange miissen Sie warten, bis die Norm der Lésung kleiner als e = 107> ist?

Aufgabe 3 neu, graphische Darstellung

a) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem mit der Systemmatrix

(3) &= Az r € R?, mitA(_z)l _i) und:z:(O):z:()(}).

Ist A diagonalisierbar? (mit Begriindung)

Das Differentialgleichungs—System in (3) soll nun numerisch mit der Methode “Euler implizit" geldst
werden, Schrittweite h = 0.2. Ist fiir diese Schrittweite das Verfahren stabil?

Formulieren Sie den allgemeinen Schritt z, — ;41 und fiihren Sie den ersten Schritt von xg nach
1 aus.



b) Gegeben ist das folgende Schema eines Runge-Kutta Verfahrens mit der Fehlerordnung p = 3.

0
as | by
4
) as | bz1  b3o
0 ‘ C1 C2 C3

Wihlen Sie in az = 1 und a3 = 3 und bestimmen Sie die restlichen Grossen in (4).
Stellen Sie auf dem Intervall [z, k1] graphisch dar, wie das Verfahren (4) rechnet.

Einheiten: Intervall [z, z)41] = 24 H3uschen.

c) Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktion des Verfahrens aus b).

Aufgabe 4 neu

Gegeben ist die Differentialgleichung

(5) y"'+5- 9y +8- 9y +6y=10-¢"

a) Schreiben Sie (5) als system von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Losung des homogenen Systems in a) durch Entkopplung.

Aufgabe 5 neu

Gegeben ist die Differntialgleichung

(6) y' =+/y mitder AB y(0)=0.
a) Bestimmen Sie die exakte L3sung von (6).

b) Losen Sie (6) numerisch mit der Methode “Euler explizit”. Wahlen Sie dabei h = 0.1 und fiihren Sie
soviele Schritte durch, bis Sie bei = 1 angelangt sind.

c) Kénnen Sie sich das Verhalten von “Euler explizit” in b) erkliren?

Aufgabe 6 neu
Gegeben ist die Differentialgleichung
(7) y" +400 -y = g(x) mit den AB y(0) = a, y'(0) = 3.

a) Schreiben Sie (7) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix,
sowie die Steifigkeit des Systems.

b) Wie muss die Schrittweite h gewahlt werden, damit das System in a) mit “Euler explizit" numerisch stabil
gelost wird.

c) Das System in a) soll mit der Methode von Heun der Fehlerordnung p = 2 numerisch 3— stellig korrekt
gelost werden. Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang hochstens sein und wie lange muss diese
Schrittweite verwendet werden?



Aufgabe 7 neu

Gegeben ist die Differentialgleichung

(8) y=t-y mit der AB  y(0) = 1.
a) Loésen Sie (8) mit Hilfe einer Potenzreihe.

b) Bestimmen Sie den Konvergenzrafdius p der Potenzreihe in a).

Aufgabe 8 neu

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

Po= 1.2z — 2% - 2 0) = 038
9) N o O T w2 mit den AB 2(0)

a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J(z,y) von (9) und speziell J(z(0),y(0))

b) Wie gross darf h am Anfang hochstens sein, damit (9) mit dem verbesserten Polygonzug numerisch stabil
gelost wird?

Aufgabe 9 neu, Methode der Taylorreihe

Gegeben ist die Differentialgleichung

(10) y=—-y+t+1 mit der AB  y(0) = 1.
a) Bestimmen Sie die Lésung von (10).

b) Losen Sie (10) numerisch mit der Methode der Taylorreihe.

Kdnnen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢, angeben?

Aufgabe 10 neu, Stabliltit, Steifigkeit, Steuerung

Gegeben ist die Differentialgleichung

(11) §j+ 2015 + ¢y = 80 - cos () + 156.25

a) Schreiben Sie (11) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie ¢ so, dass A\; = —1 ein Eigenwert der System—Matrix in a) ist.
c) Bestimmen Sie die Steifigkeit des Systems in a).

d) Das System in a) soll mit einem RK, p = 3 mit vier-stelliger Genauigkeit geldst werden.

Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang hochstens sein und wie lange muss diese Schrittweite ver-
wendet werden.

Aufgabe 11 neu, Steuverung



Aufgabe 12 neu, Jacobi-Matrix

a)
b)

Aufgabe 13 neu, implizites Verfahren, Trapezmethode

Gegeben ist ein Differentialgleichungssystem

a2 (3 3)e o)

a) Losen Sie das System in (12) durch Entkopplung.

b) (12) soll nun mit Hilfe der Trapezmethode numerisch geldst werden. Geben Sie die Rekursion fiir (12) an
und fiihren Sie fiir h = J den ersten Schritt aus.

c) Vergleichen Sie das Resultat aus b) mit der exakten Losung, wie gross ist der absolute Fehler?

Aufgabe 14 alt

Gegeben ist das folgende Anfangswertproblem

(13) #(t)=1—2  AB: 2(0) =z > 0.
a) Was sind hier die Isoklinen?
a) Bestimmen Sie die Lésung von (13).

b) Wie verhilt sich die Lsung fiir grosse Werte von ¢?

Aufgabe 15 alt

Loésung klassisch
Auf einen Oszillator wirkt zuerst eine anregende Kraft und anschliessend eine dampfende Kraft.
Die Differentialgleichung der Bewegung lautet:

¢ 0<t<
(14) £+x—{ =t=T

m-e™t <t

Bestimmen Sie diejenige Lésung, die z(0) = 0 und #(0) = 1 erfiillt.
Die Lésung « = z(t) soll samt ihrer ersten Ableitung fiir 0 < ¢ < oo stetig sein.

Bitte wenden.



Aufgabe 16 alt
a) Gegeben ist die Differentialgleichung

(15) y'(x) + k% y(x)=0  k#0.

Student XY behauptet, dass y;(x) = cos (kz) und ya(x) = sin (kz) eine Fundamentalbasis der Lésun-
gen von (15) bilden.

Studentin YY hingegen behauptet, dass y;(x) = e/*¢ und ya(x) = e %% eine Fundamentalbasis der
Losungen von (15) bilden.

Wer hat Recht? (mit Begriindung)
b) Gegeben ist die Differentialgleichung
(16) E(t) + 20 - @(t) + x(t) = cos (2t).

e Wie gross muss ¢ sein, damit die Resonanzfrequenz w, = “ ist?

e Wie gross wird dabei die zugehdrige Amplitude?

Aufgabe 17 alt

Von einem Differentialgleichungssystem & = Az ist die allgemeine Losung

1 -1
xH(t)cl~62t<l>+02-et< 1) c1,00 €R

a) Bestimmen Sie die Systemmatrix A.

gegeben.

b) Wie miissen die AB gewihlt werden, damit die Losung x(t) fiir ¢ — oo beschrankt bleibt?

Aufgabe 18 alt
Gegeben ist das Differentialgleichungssystem
. . 1 -1 . 1
(17) &= Az wobei A = mit den AB 2(0) =z =
5 =3 2
a) Formulieren Sie fiir (17) die Methode von Euler.
b) Formulieren Sie fiir (17) Trapezmethode.

Fiihren Sie mit a) und b) je den ersten Schritt aus, Schrittweite h = 0.2.
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Losung 1 alt

a) Isoklinen: & =k=1—-22> = o =+V/1—-k, k< 1.

Geraden parallel zur t— Achse.

b) Separierbare Dgl.: & =dt

PRZ: 1 _ 1 (ﬁ + L) — gja(t) = ce?—1 ceR.

1—x2 2 1+x 1+4c-e2t’

R _ (4zo)—(1—mp)e %t
AB: ¢ = l—a:g7x07é1 — Jf(t) = W, OSt

<)
 (T4m) — (1 —zg)e 2
2(t) = (I4+z0)+ (1 —xp)e™2

xog=1: z(t) =1 fir 0 <{, ist ein stabiles Gleichgewicht.

— 1 fir t—

Losung 2 alt

a) LTeil: 2+ =1t 0<t<7mitz(0)=0und £(0)=1
za(t) =z (t) +xp(t),
xp(t) =ay - cos(t) + by sin (t), a1,b1 € R.
xp(t) = co + c1t, einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert: xp(t) = t, also
xa(t) =ay-cos(t)+0by-sin(t)+¢t, 0<t<m
AB: a; =b; =0 und damit z(t) =¢, 0 <t <.
b) 2.Teil: i +x =7 -e™ %, 7 <t mit z(n) = 7 und &(7w) =1
xp(t) =ay - cos(t) + by -sin(t), a1,b; € R.
xp(t) = ¢ e, einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert: zp(t) =
z4(t) =ay-cos(t)+bysin(t)+ Fe™ et w<t
AB:a; = -3 und by = — (g + 1) und damit

x(t):—g-cos(t)— (g—f—l) ~sin(t)+ge”~e_t m <t

Losung 3 alt

a) EWP von A: ps(A\) =22 =X —2 = \; = —1 und Ay = 2 mit den zugehdrigen EV

1 2
(1) — d 0@ —
v und v .
241 < 9 ) H2< 1 )
: o 1 o [ 2
Somit zp(t) = cie ) + coe L) ci,c2 € R.



b) in Lpeu:
Tneuy = —Tneu; == Tneu, (t) = c1e™"
Eneuy = —Tneu; = Tneuy (t) = o€
Elimination von t: x5 = c%czé, Hyperbeln 2—ten Grades.
Der Nullpunkt ist ein Sattelpunkt.
Tneu, () —> 0 fiir t — o
Zneu, (t) — 00 filir t — 00

Graphik

1
c) By, = span{( 5 )} = stabiler Unterraum
2 . .
E), = span ) = instabiler Unterraum

L6ésung 4 alt
a) Wronski-Determinante:

ejk;v

cos (kx) sin (kx)
jk . eJkz

—k -sin (kx) k- cos (kx) ‘:k#o

Es haben beide Recht.
b) A2 +20A+1=0=> A\;2 = —6 & jws, wobei ws = /1 — §2
Frequenzgang der Amplitude (wop = 1,wr = Erregerfrequenz):
1

A
we) = im0

ek

—jk - el

A(wg) maximal, falls der Nenner minimal,

d.h. der Ausdruck unter Wurzel minimal

862 — 4(w? —w2) =0

wE::wT:\/w§7252:\/17252£

und damit § = @, schliesslich Amax = A(w,) = 2.

Losung 5 alt

-1 -3
a)Aneu:D:T_lAT:>A=TDT_1:%.< 3 1>,

1 -1
wobei D =diag(—2,1), T = ( L1 ) und 771 =

N|—=
VN
\
_

e

— —2jk #0

b) z(0) = < ; ),d.h.T-c:a:(O),c:: ( “ > = 1 =%(a+B) und c3 = 3(8 — ).

C2

Damit z(t) beschrinkt bleibt, muss c2 = 0 sein, d.h. o = 3.



Losung 6 alt

ftr)y=A-z
a) Euler: 211 =z + h- Az = (I + hA) -a, k=0,1,2,...

1.2 -0.2 1 0.8
= (I, + 0.24) - o = : =
= = (L )- o (1.0 0.4) (2) (1.8)
g - (Azg + Axgy1) und damit (Ig - %A) Tpt1 = (12 + %A) T
= Tk41 = (IQ - %A)il (IQ + %A) rp, k=0,1,2,...

xry = (12 — A) (IQ =+ hA)
0.9 0.1 1.1 —0.1 1
05 1.3 05 0.7 2
1 1.3 —0.1 1.1 —0.1 1
122\ 05 09 05 0.7 2
1 1.38 —0.2 1
122\ 1.0 058 2
_ 1 (o
1.22 \ 2.16

b) Taylormethode: zp+1 — xx =

)



