Klasse MEO8a MND2 Schlusspriifung 15. Juni 2010

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differntialgleichung

(1) y ' =+/y mitder AB y(0)=0.
a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (1).

b) Losen Sie (1) numerisch mit der Methode “Euler explizit”. Wahlen Sie dabei A = 0.1 und fiihren Sie
soviele Schritte durch, bis Sie bei = 1 angelangt sind.

c) Kénnen Sie sich das Verhalten von “Euler explizit” in b) erkldren?

d) Fiihren Sie den ersten Schritt mit der Methode “Euler implizit” durch. Unterschied zu b)?

Aufgabe 2
Gegeben ist die Differentialgleichung
(2) y" —400 -y = g(x) mit den AB y(0) = a, ¥'(0) = 3.

a) Schreiben Sie (2) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix,
sowie die Steifigkeit des Systems.

b) Wie muss die Schrittweite h gewéhlt werden, damit das System in a) mit “Euler explizit” numerisch stabil
gelost wird.

c) Das System in a) soll mit der Methode von Heun der Fehlerordnung p = 2 numerisch 3— stellig korrekt
gelost werden. Wie gross darf die Schrittweite A am Anfang hochstens sein und wie lange muss diese
Schrittweite verwendet werden?

Aufgabe 3

a) Gegeben ist das folgende Schema eines Runge-Kutta Verfahrens mit der Fehlerordnung p = 3.

0
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Wihlen Sie in (3) a2 = 1 und a3 = 1 und bestimmen Sie die restlichen Gréssen in (3).
Stellen Sie auf dem Intervall [z, zx+1] graphisch dar, wie das Verfahren (3) rechnet.

Einheiten: Intervall [z, zr41] = 24 Hauschen.

b) Bestimmen Sie die Stabilititsfunktion des Verfahrens aus a).



Aufgabe 4

Gegeben ist ein Differentialgleichungssystem

(4) x=<2:§>x mit der AB :c(()):<i>

a) Losen Sie das System in (4) durch Entkopplung.

b) (4) soll nun mit Hilfe der Trapezmethode numerisch gelést werden. Geben Sie die Rekursion fiir (4) an
und fiihren Sie mit h = % den ersten Schritt aus.

c) Vergleichen Sie das Resultat aus b) mit der exakten Lésung aus a). Wie gross ist der absolute Fehler?

Aufgabe 5

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

Po= 1.2z —2? - 2 0) = 0.8
(5) CU 1 5fy T mit den AB z(0)
y = ;L-;l,_O.Q ') y(O) = 1

a) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J(z,y) von (5) und speziell J(x(0),y(0)).

b) Wie gross darf h am Anfang hochstens sein, damit (5) mit dem verbesserten Polygonzug numerisch stabil
geldst wird?

Aufgabe 6

Gegeben ist die Differentialgleichung

(6) y=-y+it+1 mit der AB  y(0) = 1.
a) Bestimmen Sie die Lésung von (6).

b) L&sen Sie (6) numerisch mit der Methode der Taylorreihe.

Kénnen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢; angeben?

Viel Erfolg!
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Losung 1

2

a) (1) ist separierbar: y;,(z) = (% + %)2 AB = C =0, also y(z) = %

b) Euler explizit: yp11 = yi + hf(xk, yx); hierist f(z,y) = \/y und y(0) =yo = 0.
Also y1 = yo + h\/yo =0 und Y1 = yx +h-0=0 fiir alle k € N.

c) Mit der AB yo = 0 werden alle y, = 0, da f unabhingig von z ist.

d) y1 =yo + hy/y1 = y1 = h?, falls y; #0.
Im Unterschied zu b) wird hier nicht nicht—triviale Lésung erhalten.

Losung 2

a) Substitution: z; = y und 2z =y = 2’ = Az + b(z), wobei

0 1 0
A= = J = konstant!! (da die gegebene Dgl linear ist) und b(z) = :
400 0 g(z)

EW von A: A1 = +20 und damit S(¢) = 1 = konstant, s.o.

b) Euler explizit: nur die negativen EW sind kritisch: =2 < hA <0 = 0< h < %

c) Heun: auch hier sind nur die negativen EW kritisch: R(hA\) =1+ (h\) + (h;‘!)z,

dh. WA < 5.10=% und somit: hy < 2. 102,

Dieses h; muss solange verwendet werden, bis e20* < 5.107% = z; > 72% ‘In(5-107%).

Losung 3
a)
RK, p=3
Graphik
b)
kv = f(zk, yk) Ay
ko = f(xr+h,yk + hk1) = (A +h\)y
ks = f(mk+%h7yk+%kl + %kz) = ()\—I—%/\Q—I-h;)\?’)yk
= h — (W02 (BN
Yrt1 = Yr+ g1k + ko +4k3} = (14 AN+ =5 )Yk
und damit

R(hA) =14 (hA) + Stabilitatsfunktion von (3)



Losung 4

2 1
a) EWP von A: EW Ay = 2 und A2 = —1 mit den zugehdrigen EV v; = py ) ) und vo = po < )

2 1
also x5, (t) = c1e? < . ) + coet < ) ) c1,c2 €R.

1
Bestimmung der cj: mit der AB erhalten wir ¢; = 0 und ¢z = 2 und damit z(t) =2-¢7! ( ) t>0.

b) Trapezmethode fiir die Schrittweite h > 0:

-1
2
:L‘kJrl:([g—Z-A) <I2+}2LA)xk7 k:0,1,27... x(O):x0:<4>.

h:%:l‘l:(IQ—%'A)_l'(IQ+%'A)$O

(b3
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o= N
v

und damit

c)
1 1 6 1
x<2):2 e_é-<2> sz(Q e_é—5> 2)
und damit haben wir einen absoluten Fehler von ||Az||y = ‘(2 cemT — g)‘ /5.
Losung 5
a)

_ 0.2y - T
J(o,y) = 1.2 -2z (+0.2)2 (z10.2) T (2(0), y(0)) = —0.6 —0.8
Y 03y - 'Y 03 09
(z+0.2)2 (z+0.2) . .

b) EW von J (x(0),y(0)): char. Polynom: A2 + 0.4\ + 0.12 = 0 und damit A5 = —0.2 +7- % Die EW
sind konjugiert komplex, fiir die Stabilitat ist der negative Realteil von A; 5 relevant, denn
eMat = g—5t {cos (gt) + jsin (%t)} muss numerisch nachgebildet werden kdnnen.
Also —2 < h-Re(A12) <0 = 0< h <10

Lésung 6
(6) ist inhomogen und separierbar, also y,(t) = yn(t) + yp(2).

a) yn(t) = C-e7t, C € R. y,(t) mit Variation der Konstanten oder einem Ansatz aus einer Formelsammlung:
yp(t) := aop + ait, da die Anregung linear in ¢ ist.
Einsetzen in (6) und Koeffizientenvergleich liefert ag = 0 und a3 = 1 und damit y,(¢t) = C - e~ + .
AB: C =1 und schliesslich: y(t) = et +¢, ¢t > 0.



b) Methode der Taylorreihe im allg. Naherungspunkt (tx,yx) = Entwicklungszentrum:

y(t) = yr et —te) +ealt — ) +es(t — ) + ...
g(t) = c1+2co(t —tg) +3c—3(t —tp)* + ...

t =1t + h, also h = (t — ti) = Schrittweite:

(7) y(ty +h) = yr+ecith+ceah®+csh® +. ..
(8) Itk +h) = c1+2ch+3c—3h2+. ..

einsetzen in (6) und Koeffizientenvergleich:

c1+2co(t—tg)+3c—3(t—t1)? +... = —(yp +er(t —t) +Fealt —tp)* +es(t—t)> +.. )+ (L +h)+1
K e = —yi+tr+1 Euler explizit
hl: 2c = —c1+1 — C2= %yk—%tk
h?: 3¢y = —C2 — (3= —%yk‘f'%tk
K odes = —c3 = 4= ﬁyk—%tk
hY: 5oy = —c = = —Fur+ itk
h: 6cg = —C5 — Cg = éyk—étk
und damit
h?  h?  ht h* kP h
9)  Ypp1 = (1—h+2!—3!+4!—+...>-yk+(h—2!+3!—4!+—...>tk+h

(10) = eyt (e ")ty +h



