Klasse MEO8a MND?2 erster Test 30. Marz 2010

Name:

Aufgabe 1
Gegeben ist die Differentialgleichung
(1) -2 -8y=1 y0)=a §(0)=4
a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des Diffenerentialgleichungssystems aus a).

c) Wie miissen die Anfangsbedingungen gewihlt werden, damit die Lésung fiir t — oo beschrankt bleibt?

Aufgabe 2

Student “Drei”stein schldgt das folgende Verfahren mit

vor. Er behauptet, dass (2) von der Ordnung p = 2 sei.
a) Ist das Verfahren so gut wie Euler explizit? Ist seine Behauptung richtig? Wiirden Sie (2) verwenden?
b) Wenn nein, wie miisste (2) modifiziert werden?

Beantworten Sie obige Fragen mit dem Testbeispiel y'(z) = X - y(z) und y(0) = 1.

Aufgabe 3

a) Gegeben ist das Differentialgleichungssystem @ = Ax, 2 € R? mit der Systemmatrix

3) A—<‘2L i) w(@)—xo—(f).

Ist A diagonalisierbar? (mit Begriindung)
(3) soll nun numerisch mit der Trapezmethode geldst werden, Schrittweite h = 0.2.

Formulieren Sie den allgemeinen Schritt x;, — ;41 und fithren Sie den ersten Schritt von xg nach
1 aus.

b) Von einem Differentialgleichungssystem & = Az ist die allgemeine Lésung

zp(t) =2e7" { [al cos (V/2t) — by sin (\/ﬁt)} ulV — [al sin (V/2t) + by cos (\/ﬁt)} w(l)} )

wobei u(!) = < _1 ) und w® = ( \/g ) gegeben.

Geben Sie die Eigenwerte A; und A2 von A an. Bestimmen Sie die Spur und die Determinante von A.
Bestimmen Sie A.



MEO08a MND2 Losungen erster Test 30.03.10

Losung 1
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a) Substitution: z; =y und 2o = § = 2 = Az + g(t), wobei A = (
und den AB z(0) = ( g )

b) EWP von A: A\; = 4 und Ay = —2 mit den zugehérigen EV v(1) = 1y ( i ) und v = py ( 75 )
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zp(t) = crett < ) + cqe?t ( 9 >
und damit

1
2a(t) = 20 (t) + 2p(t) = cre* < i > + coe™ 2 < _; > ~3 < (1) > c1,c2 € R,

c) Bestimmung der Konstanten mit den AB: ¢; = % (2a + 5+ %) und ¢ = % (4a - B+ 5):
=0« 2a+p+1=0.

und damit 2,(t) = T'zneu, (t) = —

ool

Losung 2

a) Mit dem vorgeschlagenen Verfahren erhalten wir:

(4) ki = Ay
h hy
(5) k2 = )\(yk+ g k’l) :/\yk+§)\ Yk
h 3h h?
(6) Y41 = Yk + Z . {le + k2} = (1 + Z)\ + 12/\2> Yk

Euler: yi+1 = (1 + h\)ys.
Mit (6) folgt, dass (2) schlechter ist als die Methode von Euler!

(2) sollte nicht verwendet werden!

b) Aus der Theorie:

1
dk+1 = hf{1—61—62—03}+h2F{2—a262—a363}
3 1 1 1 2 1 2 4
+h* S F f, [6 — agegbsa] + G [6 — 5= ases] ¢ + O(h?)

Zweistufiges Verfahren: az = ¢3 = 0:

Also sollten die beiden folgenden Gleichungen
1
l=cy+co 52(1262

gelten und damit c; = 2 und ¢; = —3. Auf diese Weise hitte (2) die Fehlerordnung p = 2.



Losung
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a) A= AT, d.h. A ist diagonalisierbar.
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Tk+1 = <12—2~A
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b) Ao = —1+5v2 Spur(A) =X + Xy = =2, det(A) = A\; - Ay = 3, also A =

7N\

> und schliesslich A =7 - D - T}

) muss die erste Zeile von



Losung 4

a)y =k = ylx)=—x(2k+1)—k
Die Isoklinen sind Geraden mit der Steigung m = —(2k 4+ 1) und dem y— Achsenabschnitt ¢ = —k.
b) ¥ =—% = yu(x) = £V C — 2. Mit der AB folgt: C' =5, also y(z) = V5 — ?

Dgl. der orthogonalen Trajektorien: ¢/ = £ — yy(x) = Cz, mit der AB folgt C' = 1 und damit fiir
die orthogonale Trajektorie: y = .

Grafik
Losung 5
a) Ableiten und einsetzen.
, C-75-e 15
y@) = ———7
(14+C-e157)
b) yo = %
Losung 6

e erster Schritt: Separation der Variablen
yu(x) =C-cos(z), C €R.
e zweiter Schritt: Variation der Konstanten
yp(z) = C(x) - cos (), einsetzen = C'(z) = tan (x)
e dritter Schritt: allgemeine Ldsung
ya(x) =yp(x) + yp(z) = C - cos (z) + sin (x), C € R.
Bestimmung von C' mit der AB: C' = —1, also y(x) = — cos (z) + sin (z).



