Klassen WI08ab MLAN4 Schlusspriifung 23. Juni 2010

Name:

Kondition in der 2— Norm

Bestimmung einer Stabilitatsfunktion

Jacobi-Matrix, lokale Linearisierung, Steifigkeit, Kondition
Vervollstindigung eines Schemas

quadratische Form, evtl.??

positiv definte Matrix, evtl.??

Schwingungs-Dgl, Losung fiir den Fall von konjugiert-komplexen EW

Aufgabe 1 neu, Stabliltit, Steifigkeit, Steuerung

Gegeben ist die Differentialgleichung

(1) i+ 2019 + -y = 80 - cos (t) + 156.25

a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie ¢ so, dass A\; = —1 ein Eigenwert der System—Matrix in a) ist.
c) Bestimmen Sie die Steifigkeit des Systems in a).

d) Das System in a) soll mit einem RK, p = 3 mit vier-stelliger Genauigkeit gelost werden.

Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang hochstens sein und wie lange muss diese Schrittweite ver-
wendet werden.

Aufgabe 2 neu, Exponential-Matrix, System mit komplexen EW

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

2) = Az A:(Iol :;) m(O)z(

a) Losen Sie (2) durch Entkopplung.

b) Wie lange miissen Sie warten, bis die Norm der Lésung kleiner als e = 107> ist?

Aufgabe 3 neu

Gegeben ist die Matrix

3.0 2
A= 0 -1 0 §>0.
2 0 1+26

a) Bestimmen Sie die Kondition von A(d) bzgl. der ||...||a— Norm in Abhingigkeit des Parameters 4.
b) Wohin strebt die Kondition x(A(4)) fiir § — & ?
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Aufgabe 4 neu; Jacobi-Matrix, Steifigkeit

Gegeben ist das folgende Differentialgleichungssystem

1 = —0.01-y; +0.01-y, y1(0) = 0
(3) 2 =  y1—y2—yl-ys mit den AB y2(0) = 1
Y3 =  y1-y2—100-y;3 y3(0) = 1

a) Bestimmen Sie die Steifigkeit S(0).

b) (3) soll mit der Methode von Heun der Fehlerordnung p = 2 numerisch 3— stellig korrekt geldst werden.
Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang hochstens sein und wie lange muss diese Schrittweite
verwendet werden?

Aufgabe 5 neu; Entkopplung

Gegeben ist die Differentialgleichung

(4) y'(@) =2/ (z) =z +2(@)  y0)=a y(0)=5
a) Schreiben Sie (4) als System von Differentialgleichungen 1— ter Ordnung.

b) Losen Sie das System in a) durch Entkopplung.

c) Wie miissen die AB gewihlt werden, damit die Lésung fiir £t — oo beschrankt bleibt?

Aufgabe 6 neu

Gegeben ist die Differentialgleichung

(5) 2-t)-a+p-2=0 z(0) = zo

a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (5).

b) Falls Sie (5) mit Hilfe einer Potenzreihe 16sen wollten, wie miissten Sie das Entwicklungszentrum wéhlen.

c) (5) soll nun numerisch mit der Trapezmethode gelost werden. Geben Sie dazu fiir (5) die allgemeine
Rekursion an und fiihren Sie den ersten Schritt mit der Schrittweite A > 0 aus.

Aufgabe 7 neu

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

3 0 =2 o
(6) & = Bx mt B=] 0 -1 0 und z2(0)=1[ a2
2 0 1 as

a) Losen Sie (6) durch Entkopplung.

b) Wie miissen die AB gewshlt werden, damit die Losung x(t) fiir ¢ — oo beschrankt bleibt?
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Aufgabe 8 neu

a)
b)

Aufgabe 9 neu

a)
b)

Aufgabe 10 alt
Gegeben ist die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators
(7) #+0.2449.0lz =0
mit den Anfangsbedingungen x(0) = 10 und #(0) = 5.
a) Schreiben Sie (7) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
b) Bestimmen Sie die exakte Lésung des Systems in a).

c) Approximieren Sie die Ldsung aus b) mit der impliziten Methode von Euler, (Schrittweite h > 0).
Geben Sie die dafiir bendtigte Rekursion an.

Aufgabe 11 alt

Gegeben ist die quadratische Form

(8) Q(z) = 2] — z129 + 73 r € R?
a) Schreiben Sie (8) in der Form x7 Az mit einer symmetrischen Matrix A.
b) Ist A positiv definit?

c) Q(z) = 18 definiert eine Kurve im R2. Um was fiir eine Kurve handelt es sich hier? Geben Sie den
Mittelpunkt und, falls vorhanden, die Halbachsen an.

d) Gesucht sind alle x € R? mit ||z||2 = 1 so, dass Q(x) extremal wird. Geben Sie auch die zugehdrigen
Extremwerte an.

Aufgabe 12 alt
Gegeben ist die Matrix
1 —c
=(1 1)
a) Bestimmen Sie die Kondition von C bzgl. der ||...||2— Norm in Abhangigkeit des Parameters c.

b) Wohin strebt die Kondition «(C) fiir ¢ — —1 7

bitte wenden
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Aufgabe 13 alt

(9) §(t) +269(t) + 255°(t) =0
a) Schreiben Sie (9) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix des Systems aus a).

c) Seien nun die AB y(0) = % und y(0) = 3 gegeben. Bestimmen Sie S(0).

Wie muss am Anfang h gewahlt werden, damit mit der Methode von Heun der Ordnung p = 2 numerisch
stabil gelost wird?

)
)
)
)

d

Aufgabe 14 alt

Student Zweistein schldgt das folgende Verfahren mit

(10)

vor. Er behauptet, dass (10) von der Ordnung p = 2 sei.
a) Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion von (10).
b) Ist das Verfahren so gut wie Euler explizit? Ist seine Behauptung richtig? Wiirden Sie (10) verwenden?

c) Wenn nein, wie miisste (10) modifiziert werden?

Aufgabe 15 alt

Gegeben ist die Differentialgleichung

(11) t-yt)=y(t)+1 fiir t > 1 mit der Anfangsbedingung y(1) = y; = 0.
a) Bestimmen Sie die Lésung von (11).

b) Losen Sie (11) mit der Methode der Taylorreihe.

Kénnen Sie ein Bildungsgesetz fiir die Koeffizienten ¢; angeben?

c) Bestimmen Sie mit den Koeffizienten ¢j aus b) die Werte von ya, y3, ¥4, ... fir h =0.2.

Viel Erfolg!
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WI108ab MLAN4 Losungen Schlusspriifung 23.06.10

Losung 1 alt

a) Substitution: y1 = = und y2 = & und damit erhalten wir y = Ay,

. 0 1 10
wobei A = ( 901 —0.2 ) und y(0) = yo = < 5 )

b) EWP von A: A\; 5 = —0.1 % jw;, wobei ws = 3 mit den EV v(!) = ( Al ) und v = (
1

somit

—_

) und

>
0

yn(t) = 26701 (a.cos (3¢) — bsin (3t)) - < o ) — 2 01% (beos (3t) + asin (3t)) - ( ) >

10 L 0 @ = 5 .
AB.( 5>—2a-(_0'1>—2b-(3):>{ b o— 1 und schliesslich

y(t) = e 91 (5 cos (3t) + sin (3t)) - < _0& > + e 91t (— cos (3t) + 5 sin (3t)) - ( g )

c) Euler implizit: yx11 =y + 2 f k41, Yr+1), K =0,1,2,..., wobei hier f(z,y) := Ay, also

. _ . 10
Ykt1 =Yk + h Aypay somit: yr+1 = (Ia — hA) Ly mit  yg = ( 5 )

Losung 2 alt

va- ()

b) Eigenwerte von A: pa(X) = det(A — Ao) = A2 —2)1+ 3 20= A = 3und Ay =
d.h. A ist positiv definit, da beide EW positiv sind.

1
21

c) Kurve in 3pep:

x%eul x’?L(iug — 1
12 36

Es handelt sich um eine Ellipse mit Mittelpunkt A/(0,0) und den Halbachsen a = 23, b=6.

d) Eigenvektoren zu den EW aus b): Quae = 3 fiir o = + = ( -1 >

V2 1
ol 1 1
Qmm—2furx_:t\/§<1

Losung 3 alt

a) Da C nicht symmetrisch ist, miissen die EW von F' = cTC = ( 2 1-c ) berechnet werden:

1—c¢ 1+

2—p l1-c¢

det(F_MIQ):‘ l—c (1+c)—p

]=u2—u<3+c2>+<1+c>2éo

Was uns flmaz = % + \/(%)2 — (14 ¢)? und pmin = # — \/(#)2 — (14 ¢)? liefert.

Gemaiss Theorie sind beide EW von F positiv und x(C) = ||C||2 - [|C71|2 = Jiv/i:;
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b) Mit ¢ — —1 geht (1 +¢)? — 0 und damit geht e — 4 und fimin — 0, m.a.W.: k(C) — oco.

bl ) eine singuldre Matrix!

Fiir c = —1 haben wir C = ( 11

L6ésung 4 alt

a) z1 =y(t) z2 = y(t) = 2 = f(z), wobei f(z) = ( 72523227 262, )

af,  of
. <8fi> N 0 1
0z ) 1<ij <o g—fj % —752% —26

0 1
J(0) = = A\ =25 Ag=—1 = 5(0) =25
) (_25 _26) : : (0

b)

d) Stabilitatsgebiet fiir Heun, p = 2: —2 < hA < 0, muss fiir alle negativen EW gelten
= = >h>0.

Losung 5 alt

a) Stabilitatsfunktion mit Hilfe des Testbeispiels ¢/ (x) = Ay(z):

(12) k1= f (zr, yx) =AYk
h h h)2
(13) kQ_f(xk+3ayk+3.k1>_<)\+3>yk
h h 3 1 hA)?2
) =t gk gk = (1 3004 o) (1 o+ 0

b) Aus (14) ist ersichtlich, dass das Vorgeschlagene Verfahren (10) schlechter als Euler explizit ist, also
nicht einmal die Ordnung p = 1 hat! Die aufgestellte Behauptung ist falsch, (10) sollte nicht verwendet
werden.

c) Modifikationen von (10) so, dass es brauchbar wird:

0
(15) az | bz
C1 Co
Bei einem 2— stufigen Verfahren muss gelten:
(16) 1 = c1+Co
1
(17) 5 = Qa2Cy

und zudem as = by = a.
Mit (16) und (17) erhalten wir z.B.:

(18)
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Losung 6
(11) ist inhomogen und separierbar, also yq(t) = yn(t) + yp(t)

a) yn(t) = Ct, C € R. y,(t) mit Variation der Konstanten oder
einem Ansatz aus dem Papula: y,(¢) = co, da die Anregung konstant ist.
in (11) einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert ¢o = —1 und
somit: yo(t) = Ct — 1. Mit der AB: C = 1 und schliesslich y(t) =t — 1

b) Methode der Taylorreihe im allgemeinen Naherungspunkt (¢, yx):
y(t) =y +c1(t —te) +ca(t —ti)® +es(t —tn) + ...
t =1+ h, also h = (t — tx) und damit

(19) y(ty +h) = yk+clh+02h2+c3h3—|—64h4+...
(20) y(tk + h) = 1+ 202h + 303h2 + 4C4h3 4+ ...

einsetzen in (11) und Koeffizientenvergleich:

(tk +h) - (c1 + 2c2h + 3e3h® + desh® 4+ ..) = (yp + cth + c2h® + esh® + esh® +..) + 1

Y trer =yp+1 = = i(yk +1) Euler explizit

h'': e + 2oty = == Co =0
h?: 2co + 3csty =y == c3

h3: 3cs + deyty, =c3 =y

Rt dey + Sesty =y = c5 =0
h5: B5es + 6egty =c5 = g =0

D.h. ¢, = 0 fiir alle £ > 2 und damit
1
(21) yk-&-l:yk‘Fa(yk‘i’l)’h k=1,2,3,...

mit der AB y; = 0 fiir t = 1.

<)
y1=0 t1=1
y2:y1+%(y1+1)~h =h ta=1+h
y32y2+1+ih(y2+1)~h =2h t3=1+2h
y4=y3+ﬁ(y3+1)-h:3h ty=1+3h
Ys = ... =4h

ye = (k—1Dh, k=1,2,3,...

speziell fir h =0.2: y, = (k—1)-0.2, also y» = 0.2, y3 = 0.4, y4 = 0.6, ...
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1 WEITERE AUFGABEN

1 Weitere Aufgaben

Aufgabe 16
(22) y' (z) =2y (x) = & — y(x)
(23) y" (z) — Ty (x) + by(z) =0

a) Schreiben Sie (23) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.
b) Ldsen Sie das System aus a) durch Entkopplung, allgemeine Lésung

c) Wie miissen die Anfangsbedingungen gewihlt werden, damit die Lésung fiir t — oo beschrankt bleibt?

Aufgabe 17

(24) E(t) + [#2(t) +a7(t) — 1] @(t) + =(t) =0
a) Schreiben Sie (24) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J des Systems aus a), allgemein.

1
c) Sei nun y(0) =y = ( g ) = ( ) ) Bestimmen Sie die Steifheit S(0) des Systems.

Aufgabe 18

(25) B(t)+e[2*(t) — 1] &(t) + z(t) =0
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