Klassen WI108ab MLANS4 erster Test 30. Mérz 2010

Name:

Aufgabe 1

Gegeben ist die homogene Differentialgleichung

(1) yW -2y 42y —2/+y=0 AB: y(0)=1 % (0)=0.1 ¢"(0)=0.5 3" (0)=—1.5.
a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Ist die in a) entstandene Systemmatrix diagonalisierbar? Kdnnten Sie durch Entkopplung l6sen?

(mit Begriindung)

Aufgabe 2

a) Gegeben ist die Matrix

2 ¢
4 0 ceR, e>0.
0 4

Ist A(g) positiv definit? (mit Begriindung)

b) Bestimmen Sie die Kondition von A(e) in Abhingigkeit von € in der 2—Norm.
Gibt es kritische Werte fiir €? Falls ja, was geschieht mit der Kondition x (A(g)) ?

Aufgabe 3
Losen Sie die Differentialgleichung
(2) j-2j—-8y=96t y(0)=3  §(0)=6,

a) durch Entkopplung:
e allgemeine Lésung von (2).

e Losung von (2), fiir die obige AB erfiillt sind.

b) Wie miissten, falls méglich, die AB gewadhlt werden, damit die Lésung fiir t — oo beschrankt bleibt?

(mit Begriindung)



WI108ab MLAN4 Losungen erster Test 30.03.10

Losung 1
a) Substitution: z; =y, 20 =3/, zs =¢” und zg =y und damit haben wir
0 1 0 0 1
, o o0 10| | o1
2/ = Az, wobei A = 00 o 1 |mt z(0) = 0.5
-1 2 -2 2 —1.5

b) Losung durch Entkopplung, d.h. EWP von A.

!
pa(A) = At =223 + 202 — 2) + 1 = 0, Hornerschema.
)\1 = )\2 =1 und )\3_4 = :|:j
zugehdrige EV: dim(Kern(A — A114)) = 1 statt 2, d.h. wir haben geomVF(A = 1) < algVF(A =1).

Wir konnen nicht entkoppeln, da zu A = 1 ein EV zu wenig bestimmt werden kann = Jordan—Block

=)

Losung 2
a) paN) =(4—A)- (N2 —8A\+12—e2) 20 => A\ =4 und A3 =4+ A+ 2.
A ist positiv definit, falls A\, >0, k=1,2,3 = Vid+e2 <4 <=2 <12 <= 0<e < 2V3.
b) Fiir 2 — 12 geht |\3] — 0, d.h.

lim k(A(e)) = A+ vater 00
2512 ‘47 \/4+52|

Losung 3

a) Substitution: z; =y und 22 = § = Z = Az + g(t), wobei A = ( g ; > L g(t) = ( 0 >
3
und den AB 2(0) = ( 6 )

Losung durch Entkopplung:

EWP von A: A\; =4 und Ay = —2 mit den zugehérigen EV o) = i, (

;I-.L ) und U(2)2M2< _; >v
o 1 1 11 2 1 . . 1
aIsoT<4 9 ),T 6<4 _1)undgneu(t)16t (_1>

n(t) = cle4t< b >+c2e—2f( B )+zp(t) Zneu, (t) = < ‘};;12 ) Zp(t) = Tzne, (1) = ( Ty )

Bestimmung der Konstanten mit den AB: ¢; = 3 und ¢ = —3.

b) ¢1 = 0 geniigt nicht, da ||z,(t)|| — oo, d.h. die Lésung wird fiir alle AB betragsmissig beliebig gross.



L6sung 4

a)
T T _ _ 5 =2 _ i 20
r Ax+c z+4=0 A—(_2 8) c-\/5 80
. 2 -1
EWP von A: A\{ =4 und Ay = 9 mit den o.n. EVb1=\}g< 1 ) undbgz\/lg< 9 )
Also T = (by by) und T=1 =TT, da T orthogonal. cpey, =TT c = < __32 )
In X, aufgespannt von by und bs, (nach quadratischer Ergdnzung):
newy ]- 2 neus 2 2
(m ! ) + (m 2 ) =1 Mneu(L 2) Malt(07 \/5)

9 4

b) Es handelt sich um eine Ellipse, da A; > 0 und A2 > 0. Die Halbachsen sind a =3 und b = 2.

Die Hauptachsen sind um den Winkel ¢ = arctan (%) verdreht, der Mittelpunkt ist um den Vektor

0
t= < N ) verschoben.
c) Graphik

Losung 5

a) A= AT det(A—\3)=(4—X)- (A2 -8\ +38) éo, A =4 und \o3 =4+ 2V2.
D.h. alle EW sind positiv, d.h. A ist positiv definit.
Qmaz =4+ 2\/§ und Qmin =4 — 2\/5

b) A2 = —1+5v/2. Spur(A) = —2, det(4) =3

. 1 0 . . -1 V2
— (1) LY = / 1 AT = = A
l = (u w ) = < 1 \/i ) 3 = ( \/§ 1 ) - neu

und damit

I A (|



Losung 6

f ist monoton fallend, d.h. fiir die Obersumme muss am linken Rand der Teilintervalle ausgewertet werden.

a) Ax:%undxk:—l—i—k;-Axﬂ]rk:l, 2, ..., also

n—1
0, = Azx- flxg)
k=0
n—1 n—1
2
Az e " = Az el=Fa
k

k=0
geometrische Teilsumme mit ¢ := e w
b) n > 220 |f(b) — f(a)] = £ -10° (£5L)
L6ésung 7
1 2 3 4 5
2 4 6 8 10
a) A= 3 6 9 12 15 |, Rang(4)=1
4 8 12 16 20
5 10 15 20 25

b) Schema nach einem Schritt: @)

4 freie Parameter: x;11 = ug, k=1,...,4, alsospan(U) = {

OO O N
OO = O W
O =R O O
= O O O Ut

und damit dim(U) = 4.

Losung 8

a) sin (2z) - cos (3z) = 3 {sin(—x) +sin (5z)} = 3 {—sin (z) + sin (5z)} und damit:

1

(a(2). ga(x)) = / dr=1. { (@)~ £ cos <5x>} W

=0
2

—T

d.h. f5 und g3 sind orthogonal.

1
—_
o
O O O

b) Endschema:| . . @ -1

Eine Basis ist z.B. py(z) = 1 + 2 + 2%, pa(x) = 2% + 2% und p3(z) =1 — 2% + 23 — 2°.



Losung 9

a) eSeienAcUundBeU: (A+BT=AT+BT"=-A-B=—-(A+B)=A+BecU
esciacRundacU: (ad)l =aAT =a(-A) = —aAd = —(ad) = ad cU

0 a b
D.h. U ist ein URinV,dim(U):?),daA:(—a 0 c)EU,cub,ceR.
-b —c O

(1) -2 0
by by="2( 1 |, bo=-"21 1|, b3="2% | -1
V3 V6 V2

1 1 1



Losung 10

2
Mit dem Gauss-Algorithmus: Endschema: U @

O Ol

0

@ |~

d.h. der Rang r = 3, d.h. die drei Vektoren sind linear unabhingig.

Losung 11
Gauss-Algorithmus
Ty To T3 1
Schema nach einem Schritten: @ _C; 2 g
4- %2 —2a | 1 —2a
L T2 T3 1
Schema nach zwei Schritten: @ a 2 g
8—2a—a* | 7—2a—3d®
a)
b)
c)
d)
Losung 12

a) Feg, dh F(=3+p,—3+ 7u, 14 3u) und damit FA

und damit F(—2,4,4). Also ¢’ : 7= 0A + u

b) 0A’ = 0A + 2AF — A'(—6,5,3)

Losung 13

F

—

A

d—p

FA=| 6—1u
4—-3p

2 4
3 | +pl| -1
5 1
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Gauss-Algorithmus, Endschema:

Endschema:




