Klasse MEO9b MND2 Schlusspriifung 28. Juni 2011

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

Aufgabe 1
Gegeben ist die Differentialgleichung
(1) J+04-y+16.04-y=0

a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix,
sowie die Steifheit des Systems.

b) Geben Sie die allgemeine Lésung des Systems in a) an.

c) Das System in a) soll mit einem expliziten RK, p = 3 mit 4— stelliger Genauigkeit numerisch gelst werden.

Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang hochstens sein und wie lange muss diese Schrittweite ver-
wendet werden.

Aufgabe 2

Gegeben ist das folgende 4— stufige explizite Runge—Kutta Verfahren
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a) Bestimmen Sie die Stabilititsfunktion von (2) mit Hilfe von ' = A -y, AB y(0) = 1.

b) Bestimmen Sie die Ordnung p von (2).

Aufgabe 3

Gegeben ist die Differentialgleichung

(3) y=t-y mit der AB y(0) = 1.

a) Lésen Sie (3) mit Hilfe einer Potenzreihe. Kénnen Sie eine Gesetzméssigkeit der Koeffizienten angeben?

b) Die Lésung von (3) soll nun mit der Methode der Taylorreihe numerisch approximiert werden. Der globale
Fehler soll dabei von der Ordnung p = 5 sein. Formulieren Sie den allgemeinen Schritt von t; nach
t := t; + h und geben Sie die entsprechenden Koeffizienten rekursiv an.

bitte wenden



Aufgabe 4
Gegeben ist die Differentialgleichung
(4) J+ 201y +c-y=80-cos(t)+ 156.25 mit den AB: y(0) = «, ¢(0) =3, c € R.

a) Schreiben Sie (4) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie ¢ so, dass A\; = —1 ein Eigenwert der System—Matrix in a) ist.
c) Bestimmen Sie die Steifheit des Systems in a).
)

d) Das System in a) soll mit “Euler explizit” numerisch gelost werden. Wie muss die Schrittweite h gew3hlt

werden, damit das Verfahren stabil ist?

Aufgabe 5

Gegeben ist die Differentialgleichung

(5) yW+y=g(x)  mitden AB y(0) = ap, ¥'(0) = a1, y"(0) = az, ¥ (0) = as.
a) Schreiben Sie (5) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Die Lésung des Systems in a) soll nun numerisch mit den Methoden “Euler explizit” und “Euler implizit”
bestimmt werden.

Formulieren Sie fiir beide Methoden je den allgemeinen Schritt, aufgeldst nach der zu berechnenden Grosse,
(fiir eine gegebene Schrittweite h > 0).

c) Konnten Sie das System in a) durch Entkopplung 16sen? (mit Begriindung)

Aufgabe 6
Gegeben ist die Differentialgleichung
(6) y=t-et—2y 0<t<1, mit der AB y(0) = yo = 0.

a) Bestimmen Sie die exakte Lésung von (6). Die partikuldre Losung y,(¢) ist mit Variation der Konstanten
zu bestimmen.

b) Die Ldsung von (6) soll nun numerisch mit der Trapezmethode und Schrittweite & = 0.2 approximiert
werden.

Formulieren Sie den allgemeinen Schritt und fiihren Sie anschliessend den ersten Schritte aus.

c) Geben Sie den globalen Fehler fiir t = 0.2 an.

Viel Erfolg!



MEQ9b MND2 Losungen Schlusspriifung 28.06.11

Losung 1
L . . . 0 1
a) Substitution: 2y = y und x5 =y = & = Ax, wobei A = .
-16.04 -04

Weiter gilt: J = A, da es sich um ein lineares Problem handelt. EW von A: p4(A\) = A2 +0.4\+16.04 S 0,
also A2 =—-02+j-4 = S(t) = 1 = konstant.

b)

en(t) = 2 - et {(a1 cos (Bit) — by sin (B1t)) - u® — (a1 sin (But) + by cos (Bit)) -w<1>} a1,b1 € R.

1 1 0
Dabei sind a1 = —0.2, 51 = 4 und der EV =u® 4+ 5.l = +7-
A\ —0.2 4

c) Toleranz ¢ = 5-10~°. Hier muss nur der Realteil Re(\;) = a3 = —0.2 beriicksichtigt werden:
h - 4 3 3
ol 50 —pted :>h1<‘\‘/7:0.9306
41 4 4
10-5
e 0 <5107 =t = % =49.5174

Mit h, werden bereits nq > }% = 53.2099, also n; = 54 Schritte gemacht.

Losung 2

Stabilitatsfunktion
Ordnung p eines expliziten RK-Verfahrens

a) Stabilitatsfunktion R(hA):

ki = Ay
h h
ky = A (yk + 2k1) = A\yk + 5)\2%
h2
ks = Alye + hk2) = Age + hNye + - Ny
h3
ks = Myk+ hks) = dye + hX g, + WAy, + 7)\4?%
und damit
h
Yk+1 = Yg T+ 6 {kl + 4ky + k4}

h h h3
= Wty {Ayk +4 </\9+2/\23/k> + Ayi + hX %y + 2Ny, + 2)\4yk}

(hX)? (hX)? (hA)*
or Ykt gk T

= yr+ h\yp +
= R(hA) -y

Yk

und schliesslich:

2 3 4
") R(hA) =1+ (h)) + (h;!) + (h;;) + (hl;)



b) In (7) ist der letzte Nenner “falsch”, statt 4! haben wir nur die Hélfte davon, d.h. das Verfahren hat nur
die Ordnung p = 3, obwohl es 4— stufig ist!

Losung 3
a) Losung mit Hilfe einer Potenzreihe:
(8) y(t) = Zaktk =ag+ait+ast’+... y(t) = Zhaktk_l =a1+2 ast+3-ast>+...
k=0 k=1

mit der AB erhalten wir y(0) = ag = 1.

(8) in (3) einsetzen und Koeffizientenvergleich bzgl. Potenzen in ¢ liefert:

y(t) = a1—|—2-a2t+3-a3t2—|—...
= t-(a0—|—a1t+a2t2+a3t3+a4t4+...)

tOZ CL1:0
1 AB 1
t: 2(12:(10:1 (1225
t22 3a3:a1 (13—0
11
3. _ e =
t°: 4&4—&2 a4—4 2—22 ol
t*: Sas = ag a5 =0
1 1 1 1
5. _ S =
to: 6ag = ay a6_6 15~ 335 3
allgemein:
1 1
a2k+1:0 agk:ﬁ'y, ]{2071,2
und damit
21 1 51 1 Cacy G L
=l — e = 20— T >0
O R TR I T TR ;O B¢t =
b)t:tk—l—h,h:t—tk:
allgemeiner Schritt von yi nach yr1 ~ y(t) = y(tx + h), also
(9) y(t) = wyrp+cih+coh® +cesh® +. ..

(10) §(t) = c1+2eh+3csh® + ...
(9) und (10) in (3) einsetzen und anschliessend Koeffizientenvergleich in Bezug auf die Potenzen in h:

y(t) = Cl+262h+363h2—|—...
= (tk-i-h)'(yk+01h+62h2+03h3+...)

Da hier Ordnung p = 5 muss bis und mit c5 entwickelt werden, dann ist di.; = O(h®):



ho: c1 = trYk expliziter Euler

h': 2¢o =y + tkcr Cy = % “(yk +trer)
h?: 3c3 = ¢ + e c3 = % (1 + trea)
h3: 4deg = o + e c4 = i - (e + tres)
Rt 5cs =c3 +lpca 5= % < (e3 + tea)

hPL, Pep = Cp_o +tpCp_1  Cp = ]; (cp—2 + trcp_1)

und damit erhalten wir

Y+l = Yr +c1h + coh? + 03h3 + e ht + c5h5, k=0,1,2,...

Losung 4

0 1
a) Substitution: z; =y und 20 =y = 2 = Az + g(t), wobei A = ( 201 ) 2(0) = 20 = ( Z )
—c —

und g(t) = 0
g 80 - cos (t) 4+ 156.25 |

b) pa(A) = A2+ 201\ + ¢ =0,
Satz von Vieta: Spur(A4) = A1 + Ay = —201 = Ay = —200 und det(A) = A\ - A2 = ¢, also ¢ = 200.

c) Ay = —1und Ay = —200, also S(t) = S = 200 = konstant, da die gegebene Differentialgleichung linear
ist.

d) Euler explizit: z(FtD) = 2(F) 4 h . f(ty, 2(9)), also

(O @
B

SR (12—|—hA)~z(k)+h~g(tk) k=0,1,2,...

Stabilitdtsbedingung fiir A < 0: —2 < hA < 0 = _72 >h>0,dh. 0<h<0.01

Losung 5
a)
1 =y 01 0 O 0 Qo
zo = vy 0 01 0 0 o o
Z=Az+gq(x), A= T) = 2(0) = 20 =
v = o 94() 000 1 | %@ 0 © ag
zg = y"” -1 0 0 O g(x) o



b) mit f(z,z) := A z+ g4(z) erhalten wir:

“Euler explizit”:
D) = (Lt b A) 2P L hega(m) R =0,1,2,..

“Euler implizit":
2D = (I —h-A)~t. {z(k) +h- g4(:(;k+1)} k=0,1,2,...

c) EW von A:
PAN) =M+ 120 = A\, = 7, wobei ¢ = T + k%, k=0,1,2,3.

(4— te Wurzel aus (—1) = e/("+*27) daher alle EW komplex; zwei konjugiert komplexe Paare)
d.h.

e wir haben vier verschiedene EW mit je der algVF(A\;) = 1 und
e dal < geomVF(\;) < algVF(A;) = 1 gilt, folgt sofort geomVF(\y) = algVF(\x) =1,k =1,2,3,4,

e d.h. A ist einfach und daher diagonalisierbar.

Die Losung ist durch Entkopplung maoglich.

Losung 6

a) Ya(t) = yn(t) + yp(t), wobei yy(t) = c- e~
Ansatz fiir y,(t) = c(t) - e=2

Gp(t) = ¢(t) - e 2 —2e(t) - e72 =t €3 —2e(t) e = () =t €5t = c(t) = & (t—1%)
1
5

und damit y,(t) = e5j (t—1), also ya(t) = c-e 2 + %% (t—3). ceRr

Mit der AB erhalten wir ¢ = % und damit

1 e3t 1
= —-e 2+ —(t—2= <t<1.
W= e+ S (1-3), osis

b) mit f(t,y) =t -3 — 2y erhalten wir:
v = 0
h
yerr = Yk o Af (e ye) + F(Bern, Yer) )
h
= Utg- {te - €™ =2y + tppr - € = 2yp0 )

1-h h
Ye+1 = (1—”1) “ Yk + m . {tk -3t + trt1 - 63t’“+1} k=0,1,2,...

c) mit yo =to = 0 und t; = h erhalten wir

h 0.2 1
N 3t1:7.0.2. 06 _ — 06
N=00+n) M T 202 “ T80 €
~0.4 L o6 1 04
y(0.2) = — e = g1=|—=-€"——"-¢ = 0.0036



