Klasse MEO9b MND2 zweiter Test 11. Mai 2011

Name:

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators
1

(1) :'c'+1:'c+x:0 z(0) =« z(0)=p

a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Die Lésung von a) soll numerisch approximiert werden. Fiihren Sie einen Schritt mit dem Verfahren von
Heun der Ordnung p = 2 von tg = 0 nach ¢; = h durch.

c) Approximieren Sie die Lésung aus a) mit der Methode “verbesserter Polygonzug”, (Schrittweite h > 0).
Fiihren Sie den ersten Schritt aus.

Vergleich von b) und c), Feststellung?

Aufgabe 2

a) Das Verfahren von Heun mit p = 2

(2)

N =

1

2

soll adaptiv gesteuert werden. Wahlen Sie dazu ein Verfahren RK mit p = 3 so, dass der zusatzliche
Aufwand moglichst gering bleibt.

Geben Sie den Schitzwert fiir dgff") an, womit die Schrittweite gesteuert wird.

b) Gegeben ist das folgende Schema eines Runge-Kutta Verfahrens mit der Fehlerordnung p = 3.
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as | by
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‘01 C2 C3

Wihlen Sie in az = 1 und a3 = 2 und bestimmen Sie die restlichen Gréssen in (3).

Stellen Sie auf dem Intervall [z, zx+1] graphisch dar, wie das Verfahren (3) fiir obige Wahl von as und
as rechnet.

Einheiten: Intervall [z, z)41] = 36 H3uschen.

Aufgabe 3

Gegeben ist die Differentialgleichung

(4) vy =x+y  mitder ABy(0) =0.
a) Bestimmen Sie die exakte Lésung von (4).

b) Die Lésung von (4) soll nun numerisch mit der Trapezmethode und Schrittweite h = 0.5 approximiert
werden.

Formulieren Sie den allgemeinen Schritt und fiihren Sie anschliessend die beiden ersten Schritte aus.

c) Geben Sie den globalen Fehler fiir z =1 an.



MEQ9b MND2 Losungen zweiter Test 11.05.11

Losung 1

a) Substitution: y; = x und y2 = & und damit erhalten wir y = Ay, wobei A = <

mit den AB y(0) = ( g >

b) Heun, p = 2, Schema:
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c) “verbesserter Polygonzug”, p = 2, Schema:
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(6)
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b) und c) sind identisch!

Losung 2

a) Steuerung von (2) z.B. mit

(7)




Vorschlag von C. Moler.

Heun
dk+1

Moler
dk+1

Heun
— korl

= (o) ~ vz — 5 - {F1 +E)

hooo -
= y(@npn) —ylar) = 5 - {kn+ ke + dks )

g.{_zz;l ot 2k} + O(hY)

d.h. zur adaptiven Schrittweitensteuerung von Heun mit p = 2 wird || % - {—k1 — k2 + 2]2;3}H2 verwendet.

Zusatzlicher Aufwand: nur eine Funktionsauswertung, da die beiden Verfahren eingebettet sind.

b)

(8)

graphische Darstellung von (8).

Losung 3

Die inhomogene Dgl (4) ist linear mit konstanten Koeffizienten.

a)

ylx) =" — (1 +x), x> 0.

b) o =0, 1 = 0.5 und 252 = 1 mit der AB yo = 0:

h
yk+1:yk+§'{$k+yk+xk+l+yk+1} k=0,1,...

also

2—h
2

und damit

h
Ykl =Yk + 5 {zk + yr + Tpt1}

2 h
Yk+1 = (H>'{yk+2~{xk+yk +xk+1}} k=1,2,...

erster Schritt mit h = 3:

Y1 =

zweiter Schritt mit h = %:

Y2 =

c) der globale Fehler betragt:

W >

1
~{y0+4-{x0+yo+x1}}
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g2 = 61—2—9’:0.0595



