Klassen WI09b MLAN4 Schlusspriifung 28. Juni 2011

Name:

Bewertung: Alle Aufgaben haben dasselbe Gewicht.

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differentialgleichung

(1) v =x+y  mitder ABy(0) =0.
a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (1).

b) Die Losung von (1) soll nun numerisch mit der Trapezmethode und Schrittweite & = 0.5 approximiert
werden.

Formulieren Sie den allgemeinen Schritt und fiihren Sie anschliessend den ersten und den zweiten Schritt
aus.

c) Geben Sie den globalen Fehler fiir x =1 an.

Aufgabe 2

a) Das Verfahren von Heun mit p = 2

(2)

N[ | =t

1
2

soll adaptiv gesteuert werden. Wahlen Sie dazu ein RK—Verfahren mit der Fehlerordnung p = 3 so, dass
der zusatzliche Aufwand méglichst gering bleibt.

Geben Sie den Schatzwert fiir d,(c'-flun) an, womit die Schrittweite gesteuert wird.

b) Gegeben ist das folgende Schema eines Runge-Kutta Verfahrens mit der Fehlerordnung p = 3:

0
az | ba
3
®) ag | bs1 b2
‘ C1 C2 C3
Wihlen Sie in (3) a2 = 4 und a3 = 2 und bestimmen Sie die restlichen Gréssen in (3).

Stellen Sie auf dem Intervall [z, z111] graphisch dar, wie das Verfahren (3) fiir die obige Wahl von as
und as rechnet.

Einheiten: Intervall [z, z41] = 36 H3uschen.

bitte wenden



Aufgabe 3

Gegeben ist das Anfangswertproblem

(4) y=t-y mit der AB y(0) = 1.
a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (4).

b) Die Lésung aus a) soll mit der Methode der Taylorreihe approximiert werden. Der globale Fehler soll dabei
von der Ordnung p = 5 sein. Formulieren Sie den allgemeinen Schritt von t; nach t := ¢ + h und geben
Sie die entsprechenden Koeffizienten rekursiv an.

Aufgabe 4
Gegeben ist das folgende 4— stufige explizite Runge—Kutta Verfahren
0
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a) Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktion von (5) mit Hilfe von 3/ = X -y, AB y(0) = 1.

b) Bestimmen Sie die Ordnung p von (5).

Aufgabe 5
Gegeben ist die Differentialgleichung
(6) J4+04-9+16.04-y=0.

a) Schreiben Sie (6) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix,
sowie die Steifheit des Systems.

b) Geben Sie die allgemeine Lésung des Systems in a) an.

c) Die Ldsung des Systems in a) soll mit dem “Verbesserten Polygonzug” mit 3 korrekten Dezimalen nach
dem Komma approximiert werden (Toleranz e =7). Wie gross darf die Schrittweite h am Anfang sein und
wie lange muss diese Schrittweite verwendet werden?

Aufgabe 6

Gegeben ist die Differentialgleichung

(7) y W +y=g(x)  mitden AB y(0) = ao, ¥'(0) = a1, ¥"(0) = az, y(0) = 3.
a) Schreiben Sie (7) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Die Losung des Systems in a) soll nun numerisch mit den Methoden “Euler explizit” und “Euler implizit"
bestimmt werden.
Formulieren Sie fiir beide Methoden je den allgemeinen Schritt, aufgeldst nach der zu berechnenden Grésse,
(fiir eine gegebene Schrittweite h > 0).

c) Konnten Sie das System in a) durch Entkopplung 16sen? (mit Begriindung)

Viel Erfolg!
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Losung 1

Die inhomogene Dgl (1) ist linear mit konstanten Koeffizienten.

a)
ylx) =€e" — (1+x), x> 0.

b) o =0, 1 = 0.5 und 252 = 1 mit der AB yo = 0:

h
yk+1=yk+§'{$k+yk+l‘k+1+yk+1} k=0,1,...

also

2—h h
— 'yk+1:yk+§'{17k+yk+$k+1}

und damit ) N
Yetr1 = (H>'{yk+2'{$k+yk +$k+1}} k=1,2,...

erster Schritt mit h = 3:

4 1
yi=5 %+ {zo+tyo+a}y =~
3 4
zweiter Schritt mit h = %:
_d +1 {x14+y1 +x2}p = T
Y2 = 3 Y1 1 1THhn 2=
c) der globale Fehler betrigt:
7
go = et —2— 9’ = 0.0595
Losung 2
a) Steuerung von (2) z.B. mit
(8)
Vorschlag von C. Moler.
Heun _ _ _ ﬁ 1. 1.
ST = y(@kt1) — y(zk) 5 {k1 + k2 }
ho- - _
d%ﬁ'fr = ylags1) —y(zk) — r {kr1 + ko + 4k‘3}
h - _
= dier = 3 {~k1 — ko + 2ks} + O(h?)

d.h. zur adaptiven Schrittweitensteuerung von Heun mit p = 2 wird || % - {—k; — k2 4 2k3 }||, verwendet.

Zusatzlicher Aufwand: nur eine Funktionsauswertung, da die beiden Verfahren eingebettet sind.



b)

(9)

graphische Darstellung von (9).

Losung 3

(4) ist homogen und separierbar, also

a)
2 2
yn(t)=C-e* = yt)=ez ,t>0
b) t=tr+h h=1t—tx
allgemeiner Schritt von y;, nach yi1 ~ y(t) = y(tx + h), also
(10) y(t) = yrp+eih+cah® +e3h® 4 ...

(11) §(t) = 1+ 2eh+3e3h’ + ...
(10) und (11) in (4) einsetzen und anschliessend Koeffizientenvergleich in Bezug auf die Potenzen in h:

y(t) = C1 +262h+363h2+...
= (te+h) (yr +crth+cah® +c3h®+..)

Da hier Ordnung p = 5 muss bis und mit c5 entwickelt werden, dann ist dj+1 = O(h®):

ho: c1 = tyyk expliziter Euler

hl: 2¢9 = Yy + trC1 cy = % (yk + trer)

h2: 3c3 = ¢y + trea c3 = % (1 F trea)

h3: 4eg = g + tres C4 = i - (2 + tges)

h: 5c5 = ¢3 + tica cs = % - (e3 + treq)
R~ pe, = cpo +thCpo1 Cp = % (cp—2 Ftrcp_1)

und damit erhalten wir

Yk+1 =Y +Cc1h + coh® + esh® + euh* + C5h5, k=0,1,2,...



Losung 4

a) Stabilitatsfunktion R(h\):

ki = Ay
h h
ke = A (?Jk + 2k1) = A\yk, + 5)\2:%
h2
ks = Muyk + hka) = Ay, + h\2yx + 3/\3%
h3
ka = Ak +hks) = Aye + hA%ys + W2 Ny + - Ny
und damit
h
Yet1 = Yk + 5 {k1 + 4ko + k4}

h h h3
= Wty {Ayk +4 (Ay+2k2yk> + Ay + X yi 4+ BNy + 2/\4%}

A\)2 )3 A4
= Yt Rt ( 21) Yk T ( 3,) Yk + ( 12) Yk
= R(hA) - yk
und schliesslich
2 3 4
() R(hA) = 1+ (hA) + <h;) + (h;;) + (hﬁz)

b) In (12) ist der letzte Nenner “falsch”, statt 4! erhalten wir nur die Halfte davon, d.h. das Verfahren hat
nur die Ordnung p = 3, obwohl es 4— stufig ist!

Losung 5

0 1
a) Substitution: 1 =y und 29 = § = & = Az, wobei A = .
-16.04 -04

Weiter gilt: J = A, da es sich um ein lineares Problem handelt. EW von A: p4(A\) = A2 +0.4\+16.04 L 0,
also A2 =—0.2+j-4 = S(t) = 1 = konstant.

b)
en(t) =2 - et {(a1 cos (Bit) — by sin (B1t)) - u® — (a1 sin (But) + by cos (Bit)) -w<1>} ar,b, € R.
Dabei sind a1 = —0.2, $1 = 4 und der EV v zu )\, ist
SCONY I N (DR S N S NP G
A1 —-0.2 4
c) Toleranz ¢ = 5-10~%. Hier muss nur der Realteil Re(\;) = oy = —0.2 beriicksichtigt werden:
h-ap)? ,
U R I :>h1<§/§:0.7211
3! 8 8
In(5-10~*
e <5107 =t = % = 38.0045

Mit hi werden bereits nq > % = 52.7017, also n; = 53 Schritte gemacht.



Losung 6

a) Substitution:

2 =y 1 0 0 0 o

Z9 = yl ’ 0 1 0 O (0) (65}
= A . R A = = 0 = =

v = z z+ga(z) 00 1 ga(x) 0 z(0) =z o

ze = y"” -1 0 0 O g(x) a3

b) mit f(z,z) := A z+ gs(z) erhalten wir:

“Euler explizit":
z(k'H):<I4+h-A)~Z(k)+h'g4($k) k=0,1,2,...

“Euler implizit":

2D — (I, —h- AL {z(k) +h- g4(xk+1)} kE=0,1,2,...

c) EW von A:
pa(A) = A1 +120—=— )\, = 7%, wobei o = = + k%, k=0,1,2,3.
(4— te Wurzel aus (—1) = e/("+*27) daher alle EW komplex; zwei konjugiert komplexe Paare)
d.h.
e wir haben vier verschiedene EW A, mit je der algVF(Ag) =1 und
e dal < geomVF()\;) <algVF(\;) = 1 gilt, folgt sofort geomVF(\;) = algVF(A\x) =1, k = 1,2,3,4,
e d.h. A ist einfach und daher diagonalisierbar.

Die Losung ist durch Entkopplung moglich.



