Klasse WI09b MLAN4 erster Test

Name:

Aufgabe 1
a) Gegeben ist die quadratische Form
(1) Q(x1, w2, w3) 1= 323 + 4wy w9 + 325 — 23

Fiir welche z € R? mit ||z|2 = 1 wird Q(z1, %2, 73) extremal?

Geben Sie x und die Extrema an, (alle Lésungen).

b) Die allgemeine Lésung eines linearen homogenen Dgl-Systems & = Az lautet:

xh(t)—cl'e2t~<1>+02-6§t-(_}> c1,c0 €R.

Geben Sie die Systemmatrix A an.

Aufgabe 2

Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

v = 4dn + s
vy = =2 +
ys = —2y + ys

a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung durch Entkopplung.

b) Bestimmen Sie diejenige Losung fiir die y1(0) = —1, y2(0) = 1 und y4(0) = 2 erfiillt sind.
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c) Wie miissten Sie, falls moglich, die AB wahlen, damit die Lésung fiir z — oo beschrénkt bleibt?

(mit Begriindung)

Aufgabe 3

Gegeben ist die Rekursion

xn:A'l'n71 A—(
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a) Zegen Sie, dass x,, = A" -z fir n € N.
b) Bestimmen Sie A", n=0,1,...

c) Wohin streben die Vektoren z,,?



WI109b MLAN4 Losungen erster Test 25.03.11

Losung 1
3 2 0
a) Q(z1,29,73) =27 Az, wobei A= | 2 3 0
0 0 -1
EWP von A: A\ =5, Ao =1 und \3 = —1.
1
Extremalwerte: Maximum Qumax = 5 flir Tymax = i% 1 und
0
0
Qmin = —1flirzmin==x1] 0
1

1 -1 3 5
b) )\12und)\2§sowieT<1 1>:>ATDT1}1~<5 3),AAT

Losung 2
4 0
a) EWPvon A= —2 1 0 [: M =1 X=2undX\3=3
-2 0 1
0 —% 1
yn(t) = cre” oM ege? @ teged® @ M =g |1 v =y, 1 v® = g 1
0 1 1

b) AB: y4(z) = c1€® - 0+ 2c2€%* - 1 + 3c3€3” - 1, und damit erhalten wir
c1=1,ca=—-2und c5 =2 (alle u, = 1)

c) Sobald ein y;(0) # 0 geht die Lésung gegen oo, da alle A, > 0, nur méglich falls y(0) = 0 fiir alle
Komponenten, was die Null-Lésung y(z) = 0 liefert.

Losung 3

a) Ein Schritt riickwarts: 7, = A -2, 1 = A- (A 2,,_2) = A% -1, o
ein weiterer Schritt riickwirts: z,_s = A - x,,_3, einsetzen: =, = A3 - x,,_3, ...

so konnen insgesamt n Schritte riickwarts gemacht werden, was x,, = A" - ¢ liefert.



b) A= AT: D=TTAT, T = orthogonal => A = TDT" und damit A" = TD"TT

-1 1
EWP von A: A\ = %, e = 1 ( ) > und Ao = —%, v®@ = L2 ( ) > und

-1 1
damitT:\}i-< ),TT:T,aIso

c) x, — 0, da beide EW betragskleiner als 1 sind



L6ésung 4 alt

a) Substitution: z; =y, 22 =y, 23 =y” und z3 =% und damit haben wir

0 1 0 O 1
0 O 1 0 0.1
2z = Az, wobei A = mit z(0) =
0 0 0 1 0.5
-1 2 -2 2 —-1.5

b) Lésung durch Entkopplung, d.h. EWP von A.

!
pa(A) = At =203 +2X2 — 2\ + 1 = 0, Hornerschema.
)\1 = )\2 =1 und )\3_4 = :l:j
zugehdrige EV: dim(Kern(A — A114)) = 1 statt 2, d.h. wir haben geomVF(A = 1) < algVF(A =1).

Wir kdnnen nicht entkoppeln, da zu A = 1 ein EV zu wenig bestimmt werden kann = Jordan—Block

(03

Losung b alt

a) paN) = (4—A) - (N2 —8X\+12—e2) =0 = A\; =4 und A3 = 4+ V4 + 2.
A ist positiv definit, falls A, >0, k=1,2,3 <= i+ 2 <4 =2 <12 0<e < 2V3.
b) Fiir 2 — 12 geht |A3] — 0, d.h.

lim k(A(e)) = —FVAEE
212 \4_«/4+52|

Losung 6 alt

0 1 0
a) Substitution: z; =y und 2o =y = 2 = Az + g(t), wobei A = < > L g(t) = ( )

8 2
3
und den AB 2(0) = ( 6 )

L6sung durch Entkopplung:

1
-2

1

1
EWP von A: A\ =4 und Ay = —2 mit den zugehorigen EV o) = 1 A und v® = s

1 1 2 1 1
also T = T 1=1 nd gney(t) = 16t -
1 1 —1—4t 3—12t
Zh(t) = 0164t ( 4 >+C26_2t ( 9 >+Zp(t) Zneup, (t) = ( 4_ 8t ) Z;D(t) = TZneup (t) = ( 19 )

Bestimmung der Konstanten mit den AB: ¢; = 3 und ¢c; = —3.

b) ¢1 = 0 geniigt nicht, da ||z,(¢)|| — oo, d.h. die Lsung wird fiir alle AB betragsmissig beliebig gross.



weitere Losungen

L6ésung 7
a)
5 =2 1 20
2lTAc+cTz+4=0 A= c= —
-2 8 V5 \ =80

2 -1
EWP von A: A1 =4 und Ay = 9 mit den o.n. EVbl\}g( ) ) und by = - < )

-8
Also T = (by bg) und T~ =TT, da T orthogonal. cpe,, =TT c = < )

In X, aufgespannt von by und bs, (nach quadratischer Ergdnzung):

neu -1 2 neu -2 2
new Z 7y Cneowe 220 3 pa(19) M0, V5)

b) Es handelt sich um eine Ellipse, da A; > 0 und Ay > 0. Die Halbachsen sind @ =3 und b = 2.
Die Hauptachsen sind um den Winkel ¢ = arctan (%) verdreht, der Mittelpunkt ist um den Vektor

2
t 0 erschobe
= ver n.
V5
c) Graphik

Losung 8

a) A= AT det(A—\3) = (4—))- (A2 -8\ +38) éO, A =4 und \y3 =4+2V2.
D.h. alle EW sind positiv, d.h. A ist positiv definit.
Qmax =4+ 2\/§ und szn =4 — 2\/5

b) A\12 = —1+jv2. Spur(A) = —2, det(A) = 3

7 - (a9 wu))_(_i \g) _ TlAT_<_\/; f>_A

und damit
N . 1
A=TA,..T ' = 0 )
-3 -2



Losung 9
f ist monoton fallend, d.h. fiir die Obersumme muss am linken Rand der Teilintervalle ausgewertet werden.

a) Aoz=2und oy =—-1+k-Azfirk=1,2, ..., also

n—1
k=0
n—1 n—1
= Ax- e =Azx- E el =k
k=0 k=0
-1 _
2 5 2 2 1—e2
= _— 6 6 n —_= — 6 .
n — e n
P 1—e

. . . _2
geometrische Teilsumme mit g :=e™n

b) n > b2 - [£(b) — f(a)] = £ -10* (£

Losung 10
1 2 5
2 4 8§ 10
a) A=| 3 6 12 15 |, Rang(4) =1
4 8 12 16 20
5 10 15 20 25

b) Schema nach einem Schritt: L1 X2 T3 Xy Ty
@O 2 3 4 50

-2 -3 —4 -5

1 0 0 0

4 freie Parameter: x;11 = ug, k=1,...,4, alsospan(U) = { 0o |, 11, 0o |, 0
0 0 1 0

0 0 0 1

und damit dim(U) = 4.

Losung 11
a) sin (2z) - cos (3z) = § {sin (—x) + sin (5z)} = § {—sin (z) + sin (5z)} und damit:

(fz(x),gg(x)):j...dxz;-{cos(x)—;cos(m)} -

—T

—T

d.h. fo und g3 sind orthogonal.

a1 (6] Q3 Oy

O o 1 o0

b) Endschema:| . @ -1

1
—_
o
o O O




Eine Basis ist z.B. p1(z) = 1 + 2 + 25, pa(x) = 22 + 2% und p3(z) =1 — 2% + 2% — 2°.

Losung 12

a) eSeienAcUundBeU: (A+BT=AT+B"=-A-B=—(A+B)= A+BeU
eseiacRundacU: (@)l =aA” =a(—A) = —aAd = —(ad) = aAc U

0 a
D.h.Uistein URinV,dim(U)=3,daA=| —a 0 ¢ | €U, abceR.
b —c O
1 —2 0



Losung 13

O
. ®
B3 |o

d.h. der Rang r = 3, d.h. die drei Vektoren sind linear unabhingig.

Mit dem Gauss-Algorithmus: Endschema:

=~ RN
O O

Losung 14
Gauss-Algorithmus
I T2 T3 1
6 4
Schema nach einem Schritten: @ “
-2 4 3
4-2 25| 1-2a

Z1 T2 Zs3
. . @ a 6
Schema nach zwei Schritten: @ A
8 —2a — a? 7—2a—%a2
a)
b)
<)
d)
Losung 15
a) Feg dh F(=3+4+p,—3+ 7u,143u) und damit FA=| 6 —Tu
4—3u
2 4
und damit F(—2,4,4). Also ¢’ : 7= 0_121 + uﬁ = 3 |+p] -1
5 1

b) 04’ = 0A + 2AF — A'(~6,5,3)

Losung 16



0 0 D 2 1
Gauss-Algorithmus, Endschema: | 1 0 -1 @ 6
0 1 o -2 ®
T To T3 x4 | 1
O o 1 2|2
Endschema: | . @ -2 3 ]-1
@ 6|5




