Klasse ST11b MND2 zweiter Test 16. Mai 2013

Name:

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differentialgleichung

(1) y=y—2+1 0<z<2  y0)=y =05
a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (1).

b) Die Losung von (1) soll mit der Methode der Taylorreihe numerisch approximiert werden. Bestimmen Sie
die entsprechenden Koeffizienten ¢ bis und mit Ordnung p = 4.

c) Kénnen Sie in b) ein allgemeines Bildungsgesetz ablesen?

Aufgabe 2

Gegeben ist die Differentialgleichung

(2) (1+2%) ¢ +ao-y —y=1-2>  y(0)=¢'(0)=1
a) Schreiben Sie (2) in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung um.

b) Die Lésung von (2) soll mit der Methode “Euler explizit” numerisch approximiert werden. Formulieren Sie
den allgemeinen Schritt und fiihren Sie den ersten Schritt fiir h = 0.1 aus.

Aufgabe 3

Student “Drei”stein schldgt das folgende Verfahren mit

vor. Er behauptet, dass (3) von der Ordnung p = 2 sei.
a) lIst seine Behauptung richtig? Ist das Verfahren so gut wie Euler explizit?
b) Wiirden Sie (3) verwenden? Wenn nein, wie miisste (3) modifiziert werden?

Beantworten Sie obige Fragen mit dem Testbeispiel y'(z) = A - y(z) und y(0) = 1.



ST11lb MND2 Losungen zweiter Test 16.05.13

Losung 1

Es handelt sich bei (1) um eine lineare Dgl, Tabelle Papula fiir einen Ansatz fiir y,(z) darf verwendet werden

a)

Ya(@) = (@) + yp(2) = ce” + a + ar + aza?

einsetzen und Koeffizientenvergleich liefert
Yo = ce® + (x + 1)? x>0
Bestimmung von ¢ mit der AB:
y(x) = —0.5-e% + (z 4 1)? x>0
b) Entwicklung um (zg,yx) mit £ = + h und h =2 — x4

(4) y(x) = yr+cih+ cah® 4 c3h?® +oeht 4.
(5) y'(x) = ¢+ 2eah+ 3csh? + desh® + ...

(4) und (5) in (1) einsetzen und Koeffizientenvergleich nach Potenzen in h liefert:

c1 +2coh 4+ 3c3h® +4eqh® + ... = yp+eh+ceoh®+esh® feh* +.0 = (xp +h)2 +1
= yk—|—clh+02h2—|—03h3+04h4+...—xﬁ—2xkh—h2+1
ho: c = ykf:ciJrl
hl: 2cy = ¢ — 2z co=1y,— iz 412
h%: 3c; = ca—1 3= typ— tri— 1+ -
h3: dey = c3 c;;ziyk—ixi—i—%

c) c¢1 widerspiegelt die Methode von Euler explizit.

1 2
Ck:ﬁ'(yk*iﬂk*I*QIk) k>3

Losung 2
a) Substitution

/

21 =Y 2 = 22
{ z =y — 2y = Loz - Zs ==
2 T 1+4z2 1 1+22 Z2 + 1+22



b) Euler explizit: 2(¥) = numerische Approximation fiir z(xy), 1 = 2o + kh, wobei x = 0:

SEFD ) 4 (g, 2)
2B 4 h (A(J:k) 2 4 g(xk))

) 0 1 0
_ Wy, ( 0L >-z(k)+ L k=012,
1+a? 1427 14a?

erster Schritt: o =0 und 1 = h = 0.1

1) _ ) ) 0 1 _(0) 0 . 1+h . 1.1
G=ET A {(1 0>Z +<1>}<1+2h 12

zweiter Schritt: 1 = h und 29 = 2h = 0.2

0
2(2)2(1)+h'{< (1) 71}1 >'Z(1)+<1—h2 >}
14+h2 1+h2 1+h?

Losung 3

a) Mit dem vorgeschlagenen Verfahren erhalten wir:

(6) ki = Ay
h ho,
(7) ko = Myk + 3" k1) = Ayr + §>\ Yk
h 3h h?
(8) Y41 = Yk + 1 {2k1 + ka} = (1 + Z)\ + 12/\2> Yk

Euler explizit: yrr1 = (1 + h\)yg.
Mit (8) folgt, dass (3) schlechter ist als die Methode von Euler!

(3) sollte nicht verwendet werden!

b) Aus der Theorie wissen wir:

1
dk+1 = hf{1—81—62—63}+h2F{2—(1262—(1363}
3 1 1 1 2 1 2 4
+h® S F f, [6—a203b32]+G[6—§a202—§a303] + O(h%)

Zweistufiges Verfahren: a3 = ¢3 = O:

Also sollten die beiden folgenden Gleichungen
1
1:CQ+CQ §:a202

gelten und damit mit obiger Wahl von as: ¢ = % und ¢; = —%.

Auf diese Weise hitte (3) die Fehlerordnung p = 2.



