Klasse ST12a MND2 zweiter Test 07. Mai 2014

Name:

Aufgabe 1

Gegeben ist die Differentialgleichung

(1) yV'=y-zy y0)=a y0)=48
a) Schreiben Sie (1) als System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

b) Die Losung von des Systems in a) soll numerisch mit dem Verfahren von Heun der Ordnung p = 2
approximiert werden:

e formulieren Sie den allgemeinen Schritt und

e fiihren Sie den ersten Schritt von xg nach x1 = h durch.

Aufgabe 2

Gegeben ist das folgende RK-Verfahren der Ordnung p = 2

a) Uberpriifen Sie mit dem Testbeispiel 4/ = Ay, y(0) = 1, ob (2) die behauptete Ordnung hat.

b) (2) soll adaptiv gesteuert werden.
Damit der Aufwand maoglichst klein bleibt, wird zur Steuerung das folgende RK—Verfahren mit p = 3

= W= O

(3)

gewahlt.
Vervollstandigen Sie das Butcher—Tableau in (3).

c) Geben Sie den Schitzwert fiir dgin) mit Hilfe von (3) an, womit die Schrittweite gesteuert wird.

Aufgabe 3

Gegeben ist die Differentialgleichung

(4) y=xz+y  mitder ABy(0) =0.
a) Bestimmen Sie die exakte Lsung von (4).

b) Die Lésung von (4) soll nun numerisch mit der Trapezmethode und Schrittweite h = 0.5 approximiert
werden.

Formulieren Sie den allgemeinen Schritt und fiihren Sie anschliessend die beiden ersten Schritte aus.

c) Geben Sie den globalen Fehler fiir x =1 an.
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Losung 1

a) Substitution

/
Zl = y Zl = 22
/ /
29 = Yy 22 = —x - 21 —+ Z9

7 =Ax) -z P x) = 0 1 2(0) =20 = ¢
e (2] ae(21) ()

b) Heun, p = 2: 2(*) = numerische Approximation fiir z(x},), 1 = ¢ + kh, wobei z¢ = 0:
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Losung 2
a)
und damit
ki = Ay
h
ky = )\<yk+3'k1>
h hA)2

Taylorpol. 2—ter Ordnung voneh*

d.h. die Ordnung von (2) ist tatsachlich p = 2.
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G = yleen) —ylow) - 5 (hi+3ks) = O(h%)
h _ _
4GP = ylee) —ylow) - 1 (k2 +ks) = O(h*)
und damit
h , = - h — _
dil? = 1 (3ka + k3) — 3 (=k1 + 3k2) + dit?
h _ _ _
= 7 (21— 3k + Ks) +di s

=0(h?)

Somit kann N
7 @k = 3ks + ks)|
zur adaptiven Steuerung der Schrittweiten benutzt werden.
Zusétzlicher Aufwand: nur eine Funktionsauswertung, da die beiden Verfahren eingebettet sind.
Losung 3

Die inhomogene Dgl (4) ist linear mit konstanten Koeffizienten.

a)

y(x) =€ — (1 +x), x> 0.
b) o =0, 1 = 0.5 und 25 = 1 mit der AB yo = 0.

Trapezmethode:
h
Yer1 = Yk + 5 (Tk +yr) + (Tht1 + Yrt1) k=0,1,...
—_——— —/ —
=f(zk,Yx) =f(Thk+1,Yr+1)
also
2—h h
5 CYk+1 :yk+§'{xk+yk+xk+1}
und damit

2 h
Ykt1 = (2h> '{yk+2'{$k+yk+xk+1}} k=0,1,2,...

erster Schritt mit h = 3:

4 1 1
y1—3'{y0+4~{xo+yo+z1}}—G%y(0-5)

zweiter Schritt mit A = %:

1

4
y2=3~{y1+4 {x1+y1+x2}}= ~y(1)

NeJEEN

c) der globale Fehler betragt:

g2 = y(1) —ya2| =

(e' —2) — ;‘ =0.0595



